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RESUMEN

El comportamiento mecanico que presentan las vigas
elasticas simétricas y delgadas durante un ensayo de flexion a
tres puntos ha sido ampliamente estudiado, no obstante, la
mayoria de los autores no plantea el dominio de la soluciény
presenta resultados mediante modelos analiticos sin
considerar la verificacion a través de un disefio experimental
ademas de asumir despreciable el espesor de la viga para la

simplificacion del problema.

El planteamiento anterior conllevd a analizar la siguiente
pregunta de investigacion: ;Como influye el espesor en el
comportamiento a flexion a tres puntos de una viga simétrica

elastica sujeta a grandes deflexiones?

A través del presente trabajo de investigacion se estudié el
fendbmeno de flexion a tres puntos para el caso de grandes
deflexiones en un material fotopolimero teniendo en cuenta la
variacion de espesor de acuerdo a la siguiente descripcion: i.
descripcion de un modelo analitico adaptado de Batista para
el comportamiento a flexion, ii. Desarrollo de un modelo

experimental para verificar o refutar la validez del modelo.



Los resultados del andlisis estadistico de los datos muestran
que el espesor (en el dominio dispuesto por las normas
ASTM, para materiales con forma de lamina como es el caso
expuesto existen dos condiciones: especimenes de espesor >
1,6 mm y especimenes con espesor < 1,6 mm) es
determinante en la conceptualizacion del modelo de flexion a
tres puntos, sin embargo, la comprobacion gréfica de los
datos experimentales comparado con el modelo analitico
arrojo que dicho modelo necesita ajustes y su solucion es
compleja pues se deben resolver simultaneamente dos casos
no lineales de la ecuacion diferencial: fuerza y momento
dominantes, solo el 22% de las probetas sometidas al ensayo
de flexion a tres puntos se ajustaron de manera aceptable al
modelo matematico expuesto en este trabajo, el cual incluyo

el espesor de la viga y se derivo con base a Batista.

Palabras clave: disefio experimental, elasticidad, grandes

deflexiones, prueba de flexion de tres puntos.



ABSTRACT

The mechanical behavior of symmetrical and thin elastic
beams during a three-point bending test has been widely
studied, however, most of the authors do not propose the
domain of the solution and present results by means of
analytical models without considering the verification to
through an experimental design in addition to assuming
negligible the thickness of the beam for the simplification of

the problem.

The previous approach led to analyze the following research
question: How does the thickness influence the flexural
behavior at three points of an elastic symmetric beam subject

to large deflections?

Through the present research work, the phenomenon of three-
point bending was studied in the case of large deflections in a
photopolymer material taking into account the variation in
thickness according to the following description: .
description of an analytical model adapted from Batista for
flexural behavior, ii. Development of an experimental model

to verify or refute the validity of the model.



The results of the statistical analysis of the data show that the
thickness (in the domain of the ASTM standards, for
materials with sheet form as in the case of the conditions
exist: specimens of thickness >1,6 mm and specimens with
thickness <1.6 mm It is decisive in the conceptualization of
the three-point flexure model, however, the graphic
verification of the experimental data compared with the
analytical model: nonlinear cases of the differential equation:
dominant force and moment, only 22% of the test pieces
subjected to the three-point bending test were adjusted in an
acceptable way to the mathematical model in this work,
which included the thickness of the beam and was derived

based on Batista.

Key words: experimental design, elasticity, large deflections,

three point bending test.
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NOTACION

L: Separacion de los soportes

F: Fuerza aplicada en el extremo libre de la viga
P: Fuerza aplicada en el centro de la viga

P: Fuerza interna de la viga

o: Esfuerzo normal en la viga

M,: Momento aplicado en el extremo libre de la viga
M (s): Momento de flexion

&: Deflexion de la viga

h: Espesor de la viga

b: Ancho de la viga

r: Radio de los soportes de la viga

u: Coeficiente de friccion

x(s): Coordenada de la curva base en el eje x

y(s): Coordenada de la curva base en el eje y
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#(s): Angulo entre la tangente a la curva base y el eje x

$o(s): Angulo entre la tangente a la curva base y el eje x en

el extremo de la viga
¥(s): Angulo entre el eje x y la direccion de la fuerza F

a(s):  Angulo entre la tangente a la curva base del voladizo

en el extremo libre y la direccion de la fuerza en el extremo F
»(s): Angulo entre la tangente a la curva base y el eje &

k(s): Curvatura de la curva base

K,: Curvatura adimensional en el extremo libre de la viga

€ [0,L]: Parametro de longitud de arco medido desde el
extremo libre del voladizo hasta el extremo empotrado del

mismo
N: Componente normal de la fuerza en el extremo F

T: Componente tangencial (friccion) de la fuerza en el

extremo F

H: Componente horizontal de la fuerza interna P4

15



V: Componente vertical de la fuerza interna P4
E: Mddulo de elasticidad del material

I: Segundo momento de area de la seccion transversal de la

viga con respecto al eje neutro

EI: Rigidez del voladizo (cte.)
w: Parametro de carga
&(s): Coordenada de la curva base en el eje ¢

n(s): Coordenada de la curva base en el eje n

16



1 INTRODUCCION

1.1 DESCRIPCION DEL AREA PROBLEMATICA Y
SU JUSTIFICACION

El ensayo de flexion de tres puntos mide la fuerza que se
requiere para doblar una viga bajo condiciones de carga de
tres puntos como se presenta en la Fig. 1 en la cual, L
representa la separacion de los soportes, P representa la carga
a la cual es sometida, & representa la deflexion maxima y, M
representa el momento flector interno. Las pruebas de flexion
se utilizan para determinar las propiedades mecéanicas de
diversos materiales (por ejemplo, el modulo de flexion o la

resistencia a la flexion [1]).

S 15 el | ____Curva
PR hemnadloe =227 Pfg base

Fig. 1. Viga con carga de flexion a tres puntos

17



Durante un ensayo de flexion de tres puntos una viga es
soportada por un rodillo en cada uno de sus extremos
inferiores, mientras que un rodillo superior en la parte central
es el encargado de aplicar la carga P, dicha carga origina
flexion en la viga con lo que su eje se deforma en una curva,
comunmente conocida como la curva de flexion de la viga
(para efectos del desarrollo del modelo analitico de este
trabajo, se denominara a esta curva como la curva base
representada en la Fig. 1). Las fibras del material en la parte
superior experimentan esfuerzos de compresion, por el
contrario, las fibras inferiores experimentan esfuerzos de
tension como se evidencia en la Fig. 2. Se asume que todas
las cargas actuan en el plano xy, es decir las deflexiones por
flexion ocurren en este mismo plano, conocido como plano
de flexion. La deflexién de la viga 6 en cualquier punto a lo
largo de su eje es el desplazamiento de ese punto desde su

posicion original medida en la direccién y [2].

18



@ Compresion
@ Tension

Fig. 2. Esfuerzos en la viga

El momento de flexion interno M , induce el esfuerzo normal
o en la viga que bajo condiciones de elasticidad lineal se

puede calcular usando la ecuacion:

My

; 1)

o=

Donde y es la distancia desde el eje neutro de la viga hasta el
punto donde se quiere determinar el esfuerzo, I es el segundo
momento de area de la seccidn transversal alrededor del eje
neutro, M se define como el momento flector interno en la
seccidn de andlisis. El esfuerzo normal maximo se encuentra

en el punto mas alejado del eje neutro. En la Fig. 1 se observa

19



que el momento interno alcanza su valor maximo en la mitad

del tramo de la viga (con una magnitud de PL/4).

La Ec. (1) se conoce como la formula de la flexion elastica y
muestra que los esfuerzos son directamente proporcionales al
momento flector M, e inversamente proporcionales al
segundo momento de area I de la seccion transversal
respecto al eje neutro, ademas varian linealmente con la

distancia y desde el eje neutro.

En el ensayo de flexion de tres puntos la viga se flexiona por
la accion de la carga concentrada P. Es de interés conocer la
deflexion para disefiar apropiadamente vigas sujetas a
grandes deflexiones cuyas aplicaciones se encuentran en
areas como la aeronautica, la robdtica, el disefio de elementos
mecanicos, entre otros [3]. Para ampliar las aplicaciones en
las cuales la deflexion desempefia un papel fundamental se
presenta la Tabla 1, al final de esta seccion con algunos
trabajos de investigacion relacionados que ratifican la

importancia del estudio del ensayo de flexion a tres puntos.

20



La ecuacion diferencial de la curva de deflexién es

ampliamente conocida:

d’s M ()

dx?  EI

Donde & representa la deflexion, M es el momento de
flexion, I es el segundo momento de area, x es la distancia de
la viga desde uno de sus extremos elegido como referencia, E

es el modulo de elasticidad.

Si se integra la Ec. (2) se puede obtener una expresion para
la deflexion & en términos de x bajo condiciones de fronteras
especificas. El problema de la determinacion de la relacion
entre fuerza y deformacion para la flexion simétrica de tres
puntos de una viga elastica delgada ha sido totalmente tratado

[4] vy la solucion se obtiene a partir de la siguiente ecuacion:

PL?

= 3
0 48E] ®)

Donde P es la carga aplicada, L la separacion de los soportes,

E es el médulo de elasticidad, I el segundo momento de area

21



de la seccion transversal, y el coeficiente 1/48 resulta de la
especificacion de las condiciones de frontera. La Ec. (3) se
basa en la teoria de Euler-Bernoulli considerada una
simplificacion de la teoria lineal de la elasticidad que
proporciona un medio para calcular las caracteristicas de
carga y deflexion de las vigas aplicable al caso de pequefias
deflexiones. La Fig. 3 ilustra el comportamiento de una viga
delgada sometida a flexion de tres puntos con sus condiciones

de frontera.

) Smax= PL3
P SE
51 }
. ) X
=0 Jmax x=L
=10 d=0

Fig. 3. Deflexion méaxima de la viga

22



El segundo momento de area con respecto al eje neutro para
una viga de seccién transversal rectangular se calcula con la

siguiente ecuacion:

_ bh?

I=— 4)

Siendo h el alto de la viga o espesor y b el ancho como se
presenta en la Fig. 4
Seccion

transversal

4

1] { 7y

Fig. 4. Seccion transversal de la viga

El modulo de flexion, el comportamiento de esfuerzo-
deformacién y los limites de falla en flexion pueden
obtenerse usando la geometria simple de un ensayo de flexion
de tres puntos. Estos ensayos se aplican en materiales
poliméricos de acuerdo a la norma técnica ASTM D790([5], y

en materiales metalicos segln la norma técnica ASTM [6]

23



E290. El material utilizado en este trabajo de investigacion
fue un fotopolimero el cual obedece a la norma técnica
ASTM D790. En esta norma se presentan dos rangos para el
espesor cuando el material posee forma de lamina:
especimenes de espesor = 1,6 mm Yy especimenes con

espesor < 1,6 mm.

, 1 .
* Especimenes de espesor > 1,6 mm [E in]: para pruebas

planas (caso expuesto en este trabajo), la profundidad de la
muestra debe ser el espesor del material. Para las pruebas de
borde, el ancho de la muestra debe ser el espesor del material,
y la profundidad no debe exceder el ancho. Para todas las
pruebas, el intervalo de la separacion entre los soportes L

debe ser 16 (+1) veces el espesor de la viga h.

La anchura del espécimen no excedera de un cuarto de la

separacion entre soportes L para muestras de mas de 3,2 mm

1.
[5 in] de espesor. Las muestras de 3,2 mm o menos de

espesor deberan tener 12,7 mm [% in] de ancho. El

espécimen debe ser lo suficientemente largo como para que

sobresalga en cada extremo al menos el 10% de la separacién

24



entre soportes L, pero en ningun caso sera menos de 6.4 mm
1. .

[Z in] en cada extremo. El alero debe ser suficiente para
evitar que la muestra se deslice a través de los soportes.

. 1 .
* Especimenes con espesor < 1,6 mm [ in]: para este caso

el espécimen tendra una longitud de 50,8 mm [2 in] Por 12,7
mm [% in] de ancho, y se probar4 de manera plana con una

separacion de soportes de 25,4 mm [1 in].

La teoria clésica de deflexion de vigas desprecia el cuadrado
de la primera derivada en la ecuacion del momento de flexion
y no puede ser utilizada cuando las pendientes de la viga son
grandes. En muchos casos no se pueden obtener grandes
deflexiones sin forzar a la viga plasticamente, pero cuando el
espesor de la viga es pequefio comparado con su anchura, son
posibles grandes deflexiones dentro del limite elastico del
material [7] . La teoria de flexion lineal ofrece una buena
aproximacion cuando la deflexion es pequefia. Esta teoria se
usa efectivamente para el analisis de los problemas de flexion
para vigas manufacturadas de materiales metalicos [8].El

problema para grandes deflexiones ha sido tratado por
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muchos investigadores [9] como se discutird en la seccion de
antecedentes, la dificultad radica en que la mayoria de los
autores no plantean el dominio de la solucién (a diferencia de
Batista, 2014 [9]), y presentan soluciones mediante modelos
analiticos sin considerar la verificacion a través de un disefio
de experimentos, ademas de asumir despreciable el espesor
de la viga para la simplificacion del problema. El
planteamiento anterior conllevdo a formular la siguiente
pregunta de investigacion: ¢Cual es la influencia espesor en
el comportamiento a flexion a tres puntos de una viga
simeétrica elastica sujeta a grandes deflexiones? A través del
presente trabajo de investigacion se estudié el fendmeno de
flexion a tres puntos para el caso de grandes deflexiones en
un material elastico simétrico teniendo en cuenta el espesor
de la viga. Como primera medida se tomo el trabajo realizado
por Batista [9], y se realizd un disefio experimental para
corroborar su modelo analitico el cual establece la relacion
entre la fuerza aplicada y la deflexion de la viga durante un
ensayo de flexion a tres puntos efectuado sobre fotopolimero.
El trabajo llevado a cabo en el laboratorio permitid

determinar  cuales factores produjeron interacciones
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importantes en el ensayo a flexion de tres puntos. Como se

menciond con anterioridad, se presenta la Tabla 1 la cual

evidencia la importancia del estudio del ensayo a flexion de

tres puntos.

Tabla 1. Aplicaciones e importancia del ensayo de flexion a tres puntos

Area de Pertinencia del Estudio Autor
aplicacion
Construccion | Se estudio el comportamiento a flexion en losas de | Aladdin M.
hormigdn construidas a partir de barras de poliéster Sharkawi
reforzadas con hilos naturales como lino y yute. Un et al. [10]
sistema de techado de losas de concreto ligero de (2017)
dichas barras se presenta como una solucion sostenible
para construir edificios de bajo costo. La capacidad de
flexion y la deflexion maxima se increment6 al utilizar
este tipo de materiales compuestos.
Medicina Se realiz6 un estudio de la morfologia a la fractura Gina
bajo carga de flexion en un fémur animal para ayudar | Bertocci et
a diferenciar entre las lesiones accidentales o abusivas al.[11]
que podrian sufrir los nifios que son victima del (2017)
maltrato infantil.
Estudio de La degradacion del permafrost alpino bajo el cambio Yuko
suelos climatico global ha llevado a unapérdida por deshielo | Yamamoto,
y fisuras superficiales en glaciares rocosos. Probetas etal. [12]
de suelo artificial congelado son sometidas a un (2016)

ensayo de flexion de tres y de cuatro puntos para
determinar la propagacion de grietas que pudiesen
ocasionar una falla en los glaciares de roca.

27




Tabla 1. Aplicaciones e importancia del ensayo de flexion a tres
puntos-Continuacion-

Materiales

Se estudié el rendimiento a la flexién de un material
compuesto por capas de fibra de vidrio y un laminado
de fibra de metal, con un nicleo de espuma de
aluminio. se obtuvo una estructura compuesta con la
mejor resistencia a la flexion. Se prefieren la resina
epoxi y las espumas de aluminio de baja porosidad, el
espesor de las lAminas de aluminio debe ser de al
menos 1,5 mm, y el tipo de fibra de vidrio tiene poco
efecto sobre la resistencia a la flexion. Se discutieron
los principales modos de falla de las nuevas
estructuras compuestas con dos tipos de pegamentos.

Ning-zhen
Wang et al.
[13]
(2015)

Materiales

Los materiales nanoestructurados se han investigado a
profundidad en las Gltimas dos décadas debido a sus
propiedades mecanicas y fisicas como alta resistencia
y dureza, resistencia a la corrosion y al desgaste. Una
tecnologia avanzada de generacion de materiales
nanoestructurados es la aplicacion de grandes
deformaciones plasticas mediante el tratamiento de
desgaste mecanico superficial (SMAT) en materiales
cristalinos como metales y aleaciones. Este material se
somete a pruebas de flexion de tres puntos para
conocer su resistencia. Estos materiales son una
buena opcion en estructuras livianas.

S.P. Mai et
al.[14]
(2018)
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1.2 ANTECEDENTES

Entre los primeros investigadores en tratar el problema de las
grandes deflexiones se encuentra Freeman [7] quien
determind la relacion entre la fuerza central, la separacion de
los soportes y la deflexion. En su trabajo utilizd la suposicion
de que el momento de flexidn es proporcional a la curvatura
de la superficie central de la viga para derivar dos ecuaciones
no lineales que relacionan la fuerza aplicada, la separacion
entre los soportes y la deflexion del punto medio como una
funcion del angulo tangente de la viga en los soportes.
Resolvid estas ecuaciones graficamente para varias
combinaciones de parametros dados y desconocidos. Hablo
de posibles formas de vigas con separacion de los soportes
constante en funcion del angulo tangente en los mismos y
también proporciond verificacion experimental de sus
resultados tedricos teniendo en cuenta la friccion en los

apoyos.

Relaciones similares, pero usando integrales elipticas, fueron
obtenidas por Conway [15] quien realiz6 un estudio del

efecto de la friccion en los soportes en la deflexion del punto
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medio de la viga. Efectudé sus célculos para un angulo
tangente dado en el punto de soporte determinando su carga
correspondiente y la deflexion en el punto medio y, presentd
los resultados en forma gréfica. Resalté que, para un andlisis
aun mas sofisticado, se debe considerar también el momento
de flexion equivalente en los puntos de contacto de la viga.
No tuvo en cuenta el radio de los soportes de la viga. Un
andlisis del efecto de la friccion también puede encontrarse
en Frisch-Fay [16], en el cual el autor muestra como puede
obtenerse la solucién del problema a partir de la solucion para
una viga en voladizo sometida a una carga uniformemente
distribuida, en dicho trabajo discutié casos fronterizos para

los cuales se aplicé una teoria aproximada.

El problema, en el contexto de la estandarizacion de la prueba
de flexion de tres puntos para grandes deflexiones elasticas,
fue tratado por West [17], quien resolvié numéricamente la
ecuacion de vigas no lineales y presentd la deflexion del
punto medio en forma de factores de correccion a la teoria de
la viga lineal para varios valores de la carga. También
observé que el diametro finito de los soportes de rodillos

modifica la separacion de los soportes efectiva, aunque sélo
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utilizé este hecho para corregir sus datos experimentales. El
efecto de la friccion y el radio de los soportes en la solucién
de las ecuaciones de la viga fue tratado por Theocaris et al.
[18]. El objetivo de este trabajo consistio en investigar la
flexion de tres puntos en grandes deflexiones con el propdsito
de aplicarlo como un método de ensayo para la determinacion
del médulo efectivo de elasticidad de los materiales teniendo
en cuenta el efecto de la friccion y el radio de los soportes en
la solucion de las ecuaciones de la viga. Los autores también
estudiaron el efecto del espesor h de la viga sobre la posicion
del eje neutro de la viga. Ellos muestran que, debido a una
fuerza axial, el eje neutro no es el eje central de la viga, como
fue asumido explicitamente por Freeman [7], sino mas bien
una nueva incognita del problema. Mediante calculos
numéricos, mostraron que el efecto del desplazamiento del
eje neutro es insignificante para las vigas que cumplen h/L >
20. Los autores no incluyeron el efecto del radio de soportes
en los calculos, sino que proporcionaron formulas de

correccion.

Entre los autores que discutieron el problema en el siglo

pasado esta Ohtsuki [8] quien traté el problema de grandes
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deflexiones no lineales de una viga elastica delgada
simplemente apoyada para la flexion simétrica de tres puntos.
Derivé ecuaciones diferenciales no lineales que gobiernan las
deflexiones de una viga por aplicacibn de un método
numérico y de un método analitico basado en integrales
elipticas de Jacobi de primer y segundo orden. También
propuso una técnica de reduccibn para estimar
representativamente la maxima deflexion, la pendiente
méxima y el maximo esfuerzo de flexidbn para grandes
deflexiones a partir de la teoria lineal convencional para
flexion. En los calculos se excluyd el efecto de la friccion y el

didmetro de los soportes|[8].

Si se trata sobre los equipos para medir la flexion, aparece
Fukuda [19], quien disefi6 un mecanismo para tratar la prueba
de flexidbn en compuestos avanzados, en especial para el
fepoxi T800. Aunque la prueba de flexién de tres o cuatro
puntos es conveniente para obtener una resistencia a la
flexién, tiene varias desventajas especialmente para
materiales compuestos avanzados. Un método recientemente
propuesto se basa en una flexion por compresion axial y este

método supera las desventajas anteriores.
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Joo y Kwak [20] simularon la flexion de tres puntos mediante
un elaborado procedimiento numérico basado en un analisis
de contacto elastoplastico de gran deflexion. En este estudio
se utilizd una formulacion de minimizacién, que es
equivalente a la forma incremental que se presenta como
ecuaciones diferenciales parciales con desigualdades. Se
adopté un método de programacion cuadratica secuencial
basado en la técnica de elementos finitos como método de
solucion. Para examinar la validez del método de simulacion,
se realizaron experimentos para especimenes variando el
ancho. Por otra parte, Gdoutos et al. [21] analizaron el
comportamiento carga-deflexion para una viga compuesta
sometida a flexion de tres puntos. La viga fue fabricada de
revestimientos unidireccionales de carbono/epoxi y un nucleo
de espuma de celulas cerradas de cloruro de polivinilo. Se
desarrolld una mecanica no lineal de analisis de materiales
que explica el efecto combinado del comportamiento no
lineal de los revestimientos y materiales de nucleo (no
linealidad material) y las grandes deflexiones de la viga (no
linealidad geométrica). Se encontrd que el efecto de la no

linealidad del material sobre la deflexion de la viga es mas
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pronunciado para las fallas de nucleo dominadas por

cizallamiento en el caso de longitudes de tramos cortos.

Yoshihara e Itoh [22] realizaron ensayos de flexion en tres
puntos de especimenes arboreos con relaciones de separacion
de los soportes y espesor mayores que las utilizadas en las
normas estandar, y examinar la influencia de la deflexién en
la medicion de las propiedades de flexion. Las relaciones
esfuerzo-deformacion de flexion obtenidas de los diferentes
procedimientos se compararon entre si, y la influencia de la
deflexion en la medicion de las propiedades de flexiobn como
el médulo de Young, el limite de esfuerzo proporcional y la

resistencia a la flexion fueron examinadas.

En el tipico ensayo de flexidn de tres puntos, las magnitudes
medidas son la fuerza y la deformacion, a partir de las cuales
se pueden calcular, segun una teoria subyacente, diversas
caracteristicas de los materiales. Mientras que los autores
anteriores ofrecieron correcciones a estas ecuaciones por
factores numéricos o en forma grafica, la aparicion de
ordenadores de bajo costo en los afios noventa hizo que tales

métodos fueran obsoletos.
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Asi, Arnautov [23] presentd un método para determinar la
resistencia a la flexion de los materiales compuestos
unidireccionales a partir de ensayos de flexion de tres puntos
con deflexiones grandes mediante integrales elipticas del
primer y segundo tipo. Propuso un modelo analitico para
calcular el esfuerzo de flexion en el ensayo de barras
delgadas teniendo en cuenta los cambios en las reacciones de
los soportes en los extremos de las barras y en el tramo de la
barra causada por su desviacion, se desprecia la friccion y el
radio en los soportes. Los resultados obtenidos se compararon
con datos experimentales de tension. ElI método elaborado
para calcular esfuerzos de flexion tiene una obvia ventaja
sobre el procedimiento de ingenieria convencional, porque la
precision de célculo de los esfuerzos aumenta
considerablemente en el caso de deflexiones grandes.
Yoshihara [22] examind la viabilidad de los métodos de
estimacion para medir el mddulo de Young mediante la
prueba de flexion de tres puntos para especimenes de pino.
Mediante la medicion de las deflexiones en el punto medio de
los soportes y en el punto medio entre la carga y los puntos

de apoyo, los modulos de Young se determinaron de acuerdo
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a la teoria de vigas elemental (Timoshenko). Por otra parte,
concluyé que el uso de extensdmetros debe tenerse en cuenta
como un método estandarizado para medir el mddulo de

Young por flexion.

Mujika [24] compar0 la diferencia entre el médulo de flexion
para un mismo espécimen de prueba sometido a flexion de
tres y cuatro puntos en materiales compuestos. En su trabajo
analizé el efecto de la separacion de los soportes y la
separacion de la carga causado por la variacion de la zona de
contacto entre la muestra y los rodillos de soporte y de carga

despreciando el efecto de corte.

Mufoz-Guijosa et al. [25], propuso un mecanismo de prueba
de flexién pura basado en un sistema de poleas que, ademas
de introducir las rotaciones necesarias, permite la reduccion
de la distancia entre los soportes de la probeta y garantiza la
flexion pura, para la caracterizacion de materiales metalicos,

materiales compuestos, materiales bioldgicos entre otros.

Tari [26] investigo las grandes deflexiones paramétricas de
vigas en voladizo Euler — Bernoulli. Se trat6 con la ecuacion

caracteristica de la desviacion de la viga y, se empled la
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técnica de expansion automética de Taylor (ATET) para
presentar soluciones de deformacion en funcion de los
parametros de carga del problema de valores limite de Euler-
Bernoulli. Khaneh Masjedi y Reza Ovesy [3], Analizaron las
grandes deflexiones de vigas geométricamente exactas bajo
cargas conservadoras y no conservadoras utilizando el
método de colocacion de Chebyshev para la discretizacion de
las ecuaciones gobernantes de la viga con formulacion
intrinseca. En el caso de cargas no conservadoras
(seguidoras), puesto que la formulacion se expresa en un
bastidor deformado, la formulacion estd completamente libre
de cualquier desplazamiento o variables rotacionales, y se
puede conseguir una solucién directa. En el caso de cargas
conservadoras, las cargas aplicadas son funcion de rotaciones
de vigas, y para mantener la naturaleza intrinseca de la
formulacion, se evita una integracion directa de rotaciones y
se empleé una solucion iterativa de las ecuaciones
gobernantes ademas de una actualizacion sobre las rotaciones

de la viga como una etapa de post-procesado.

Borboni, De Santis [27], describieron la deformacién de la

superficie neutra de la viga y particularmente los
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desplazamientos horizontal y vertical de la seccion
transversal del extremo libre. En éste trabajo se investigd una
viga en voladizo con seccion transversal rectangular
constante, que fue sometida a una carga vertical constante
concentrada, a una carga horizontal constante concentrada y a
un par de flexion constante concentrado en el extremo libre.
La viga fue fabricada de material elastico no lineal de tipo
Ludwick asimétrico con diferente comportamiento en tension

y compresion.

Batista [9] es el autor de referencia para este trabajo de
investigacion, en su desarrollo presentd una solucion para la
configuracion de equilibrio de una viga elastica delgada
sometida a flexion simétrica en tres puntos, en términos de
las funciones elipticas de Jacobi. Se derivaron ecuaciones
generales y se establecid el dominio de la solucion. Se
discutieron varios ejemplos que ilustran el uso de la solucion
y, los resultados numéricos obtenidos se compararon con los
resultados de otros autores. En este trabajo se tuvo en cuenta
el efecto del radio en los soportes de la viga. Se concluye que
derivar la solucion en términos de las funciones elipticas de

Jacobi representa una ventaja sobre la solucion expresada por
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integrales elipticas. Finalmente se obtuvo una férmula de
aproximacién mediante la cual se da la carga de la viga como

funcién polinomial de la deflexion de la misma.

Venetis y Sideridis [1] presentaron una solucion aproximada
a la ecuacion de flexion de tres puntos para una viga de
seccion rectangular simplemente soportada en términos de
series binomiales de potencias. La deflexion de la viga debido
a una carga perpendicular se estima para altas tasas de su
curvatura. Después de la deformacion de la viga, se supone
que la forma de su area de seccion transversal permanece
rectangular. La solucién propuesta consiste en series
binomiales de potencias y no contiene integrales elipticas u

otras funciones especiales.

Mujika et al. [28], trataron el efecto de la variacion del punto
de contacto entre el soporte y los rodillos de aplicacion de
carga en ensayos de flexion de tres y cuatro puntos y la
posible influencia de reacciones horizontales, bajo el
supuesto de angulos de flexion pequefios. Los enfoques
analiticos correspondientes a la flexion de tres puntos y

cuatro puntos fueron comparados con los resultados
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experimentales que corresponden a una muestra de carbono /
epoxi unidireccional. Sé demostré que el médulo de flexion
obtenido con el nuevo enfoque en todas las condiciones
experimentales es casi constante. Ademas, las curvas de
carga-desplazamiento  coincidieron con las  curvas

experimentales.

A partir de la revision de antecedentes, se evidencio que el
problema de la flexion de la viga de tres puntos ha sido bien
estudiado, pero aun existen algunas brechas. Por ejemplo,
ninguno de los autores mencionados con anterioridad tuvo en
cuenta el espesor de la viga en relacion a la deflexion, lo que
significa que desprecian el momento de flexion en los puntos
de soporte de la viga y por tanto los calculos son
simplificados. El espesor de una viga es un parametro fisico
que se debe tener en cuenta para el dimensionamiento de la
misma, es importante incluirlo en este trabajo de
investigacion para calcular con precision el esfuerzo que
soporta el material para determinada condicidn de carga. La
Tabla 2 resume los principales hitos investigados en la

revision de antecedentes.
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Tabla 2. Resumen de antecedentes fendmeno de grandes deflexiones y prueba a
flexion de tres puntos

Resumen del estudio

Autores

Consideraciones

Relacion entre la fuerza central,
la separacién de los soportes y la
deflexion en el punto medio para
grandes deflexiones.

Freeman (1946)

*No se tiene en cuenta el
espesor de la viga.

*Se considera la friccion
en los soportes.

Analisis de grandes deflexiones
en vigas simplemente apoyadas
empleando integrales elipticas.

Conway (1947)

*No se tiene en cuenta el
espesor de la viga.
*Se considera la friccién
en los soportes.

*No se considera el radio
de los soportes en la viga.
*para un analisis ain mas
sofisticado, se debe
considerar también el
momento de flexion
equivalente en los puntos
de contacto de la viga.

Anadlisis del pandeo de una barra
bajo su propio peso y las grandes
deflexiones de un voladizo
sometido a una carga
uniformemente distribuida.

Frisch-Fay
(1961-1962)

*No se tiene en cuenta el
espesor de laviga  *Se
considera la friccién en
los soportes.

Contexto de la estandarizacion
de la prueba de flexion de tres
puntos para grandes
deformaciones elasticas con
teoria no lineal.

West (1964)

*Se considera el radio de

los soportes. *No se tiene

en cuenta el espesor de la

viga. *Se experimenta con
un polimero.
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Tabla 2. Resumen de antecedentes fendmeno de grandes deflexiones y prueba a

flexion de tres puntos -Continuacion-

Investigacion completa de la
flexion de tres puntos en grandes
deflexiones con el propoésito de
aplicarlo como un método de
ensayo para la determinacién del
modulo efectivo de elasticidad
de los materiales.

Theocaris et al
(1977)

*Se considera la friccion
en los soportes.
*Considera formulas de
correccion para el radio
en los soportes. *Se
considera el espesor de la
viga sobre la posicion del
eje neutro.

Comparacion de los resultados
de flexion de la viga obtenidos
por métodos analiticos,
numéricos y experimentales para
grandes deflexiones no lineales.

Ohtsuki (1986)

* No se considera el
efecto de la friccion y
radio en los soportes.

Mecanismo para tratar la prueba
de flexion en compuestos

*Nuevo metodo de prueba
de flexion basado en

) Fukuda (1989) compresion axial.
avanzados, en especial para el « T .
. Se elimina el rodillo de
fepoxi T800.
carga central.
Simulacion la flexion de tres * :
) No se considera la
puntos mediante un elaborado o
rocedimiento numérico basado Joo, Kwak friccion en los soportes.
P (1989) *Se experimenta con

en un analisis de contacto
elastoplastico de gran deflexidn.

acero.

Analisis del comportamiento
carga-deflexion para una viga
compuesta sometida a flexion de
tres puntos.

Gdoutos et al
(2001)

*Viga de material
compuesto.
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Tabla 2. Resumen de antecedentes fendmeno de grandes deflexiones y prueba a

flexion de tres puntos -Continuacion-

Ensayos de flexion en tres
puntos de especimenes arboreos
con relaciones amplitud-
profundidad mayores que las

Yoshihara, Itoh

*Se tratan especimenes
arboreos. *La relacién L/e

10 utilizadas en las normas estandar (2002) es mayor que la utilizada
para examinar la influencia de la en la norma.
deflexién en la medicion de las
propiedades de flexion.
Método para determinar la
resistencia a la flexion de los * No se considera el
materiales compuestos " la friceis
unidireccionales a partir de efecto de la friccion y
11 -l Arnautov (2005) | radio en los soportes. *Se
ensayos de flexion de tres puntos .
. experimenta con
con deflexiones grandes olimero
mediante integrales elipticas del P '
primer y segundo tipo.
Viabilidad de los métodos de
estimacion para medir el modulo
: « .
12 de Young de la madgra mediante Yoshihara (2006) Se tratan especimenes
la prueba de flexion de tres arboreos.
puntos utilizando especimenes
de pino.
Diferencia entre el modulo de * :
e X Se experimenta con
flexion para un mismo olimero. *No se tiene en
13 | espécimen de prueba sometido a | Mujika (2006) P '

flexidn de tres y cuatro puntos
en materiales compuestos.

cuenta el espesor de la
viga.
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Tabla 2. Resumen de antecedentes fendmeno de grandes deflexiones y prueba a

flexion de tres puntos -Continuacion-

14

pura basado en un sistema de

materiales metéalicos,
compuestos, bioldgicos entre
otros.

Mecanismo de prueba de flexién

poleas para la caracterizacion de

Mufoz-Guijosa
et al (2011)

*La capacidad del sistema
de introducir grandes
deflexiones en los
especimenes de prueba
permite la caracterizacion
de muchos tipos de
materiales, ya sean
metales, compuestos,
materiales bioldgicos, etc.
También permite la
prueba de especimenes
curvados.

15

Investigar las grandes
deflexiones paramétricas de
vigas en voladizo Euler —
Bernoulli.

Tari (2012)

* Se analiza el momento y
la fuerza en el extremo
terminal de la viga.

16

Analizar la gran deflexion de
vigas geométricamente exactas
bajo cargas conservadoras y no
conservadoras utilizando el
método de colocacion de
Chebyshev.

Khaneh Masjedi,
Reza Ovesy
(2014)

*El método de colocacion
Chebyshev exhibe una
tasa de convergencia muy
rapida en polinomios de
orden bastante bajo.
Estas caracteristicas hacen
que el método de
colocacion de Chebyshev
sea computacionalmente
eficiente en comparacion
con los métodos basados

en elementos finitos.
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Tabla 2. Resumen de antecedentes fendmeno de grandes deflexiones y prueba a

flexion de tres puntos -Continuacion-

17

Describir la deformacion de la
superficie neutra de la viga y
particularmente los
desplazamientos horizontal y
vertical de la seccion transversal
del extremo libre (viga elastica
no lineal).

Borboni , De
Santis (2014)

*Se considera la fuerza
horizontal, la fuerza
vertical y el momento de
flexion en el extremo libre
de la viga.

*Se desprecian los
esfuerzos cortantes y la
fuerza axial.

18

Solucion para la configuracion
de equilibrio de una viga elastica
delgada sometida a flexion
simetrica en tres puntos, en
términos de las funciones
elipticas de Jacobi.

Batista (2014)

*No se tiene en cuenta el
espesor de la viga. *No se
considera el efecto del
radio en los soportes de la
viga.

19

Presentar una solucion
aproximada a la ecuacion de
flexion de tres puntos para una
viga de seccion rectangular
simplemente soportada en
términos de series binomiales de
potencia.

Venetis,
Sideridis (2015)

*No se tiene en cuenta el
espesor de la viga.

20

Ensayos de flexion en tres
puntos y de flexion en cuatro
puntos bajo la suposicién de

pequefias rotaciones de flexion y
verificacion con resultados
experimentales obtenidos en una
muestra en diferentes
condiciones de ensayo.

Mujika et al
(2016)

*Se consideran los
esfuerzos cortantes y el
desplazamiento vertical

del punto de contacto.
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1.3 OBJETIVOS

1.3.1 OBJETIVO GENERAL

Determinar la incidencia del espesor en el comportamiento a
flexion de vigas simétricas elasticas sujetas a grandes

deflexiones mediante la prueba de flexion de tres puntos.

1.3.2 OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Establecer un modelo analitico de flexion a tres puntos
incluyendo el espesor de la viga.

2. Establecer un modelo experimental que permita verificar el
modelo analitico el cual considera el espesor de la viga en un
ensayo de flexién a tres puntos.

3. Establecer a partir del disefio experimental otros factores
geométricos, o de carga o, la interrelacion entre ellos que

puedan ser influyentes en el modelo de flexion.
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2 MODELO ANALITICO

2.1 FORMULACION DEL PROBLEMA

2.1.1 GEOMETRIA Y CONDICIONES DE
EQUILIBRIO

Se considera inicialmente una viga elastica recta e
inextensible de longitud L (se desprecian los esfuerzos
cortantes), empotrada en un extremo y sometida al otro
extremo a una fuerza F, y un momento de flexion My, la cual

se presenta en la Fig 5.

Fig 5. Geometria y condiciones de carga del problema
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En el sistema de coordenadas cartesianas Oxy, la forma de la
curva base deformada del voladizo se describe usando las

siguientes ecuaciones diferenciales segtn [29]:

dx dy

S L= 5

s cos ¢, s sin ¢ 5)
do
- 6
ds k ©)

En las cuales x(s) y y(s) son las coordenadas de la curva
base, ¢(s) es el angulo entre la tangente a la curva base y el
eje x, k(s) es la curvatura de la curva base y, s €[0,L] es el
parametro de longitud de arco medido desde el extremo libre

del voladizo hasta el extremo empotrado del mismo.

48



Fig. 6. Equilibrio del voladizo

Para las reacciones en Oz, se puede asumir que las fuerzas
actan en direccion de una sola resultante P, , y esta fuerza
P, se puede descomponer en el eje x y el eje y. Resultado

del equilibro mostrado en la Fig. 6 se obtiene:

H=—-Fcosy V =Fsiny (7)

Al realizar la sumatoria de momentos con respecto al eje z se

obtiene:

~M=My—Hsin¢ps+V cosps
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LM H si +V
e T sin ¢ cos ¢

Pero segun la Ec. (7) se tiene que:

H = —F cosy V =Fsiny

dM ) .
E = Fcosysin¢g + Fsiny cos¢

dM . .
Ez —Hsing +V cos¢ = Fsin(¢ +y)

(8)

En las ecuaciones (7) y (8) se definena H y V como las

componentes horizontal y vertical de la fuerza interna Py,

M(s) es el momento de flexion, F = 0 es la magnitud de la

fuerza aplicada en el extremo, y es el angulo entre el eje x y

la direccion de la fuerza F.

Si a es el angulo entre la tangente a la curva base del

voladizo en el extremo libre y la direccion de la fuerza

aplicada en el extremo F y, ¢, es el angulo tangente en el

extremo libre y el eje x, se tiene:
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y=a—¢o ¢o=¢(0) (9

Ahora, se acude a la ecuacién constitutiva de Bernoulli-Euler:
d
M=E1K=—E1_¢ (10)
ds

En la cual EIse asume como una constante positiva que

representa la rigidez del voladizo.

En resumen, se tienen las ecuaciones (5) (6) y (8) con las
incognitas x(s), y(s), p(s), k(s), M(s).

El problema consiste en resolver dichas ecuaciones bajo las

siguientes condiciones de frontera:

x(L)=y(L)=0, ¢(L)=0 (11)

Para el extremo empotrado se tiene:

M(0) = M, (12)
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En la cual M representa el momento aplicado en el extremo

libre de la viga.

212 FORMA NO DIMENSIONAL DE LAS
ECUACIONES EXPUESTAS

Las ecuaciones (5) (6) (7) (8) ( 9) (10) (11) y (12) tienen 5
parametros:

I.  F: fuerza aplicada en el extremo libre
Il. M,: momento aplicado en el extremo libre
1. EI: rigidez de la viga
IV.  L: Separacion entre los soportes
V. y:éangulo entre el eje x y la direccién de la fuerza F

Se introduce un parametro de carga w definido como:

2
% (13)

w
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La curvatura adimensional en el extremo libre x, se define

como:

M,L
Ko = E_"I (14)

Y se usa la siguiente normalizacion de las variables

geométricas:

x(s) y(s)

% >s €[01] o x(s) == = y(s) Li(s) > k(s)

Con el animo de obtener una simplificacion de las
ecuaciones, se introduce un nuevo sistema local de
coordenadas 0&n, el cual con respecto al sistema de
coordenadas Oxy se encuentra rotado un angulo de —y , por

lo tanto, la linea de accion de F se convierte en paralela del

eje ¢.

Las relaciones entre las coordenadas de los sistemas de

posicion se muestran en la Fig. 7.
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Fig. 7. Relacion entre los sistemas de coordenadas 0én y Oxy

Se desea determinar el valor de las coordenadas ¢ y n en

términos de x(s) y y(s).

§=CP=PE—-CE =x(s)cosy—AF
= x(s)cosy — y(s) siny

n = OF + FC = OF + AE = y(s)cosy + x(s) siny
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Finalmente se obtiene:

§(s) = x(s)cosy —y(s)siny n(s)
= x(s) siny + y(s)cosy (16)
Y el dngulo ¢(s) entre la tangente a la curva base y el eje &

se define como:

p(s) =¢(s) +y (17)

Las ecuaciones diferenciales que describen la forma en el
sistema de coordenadas 0&n se obtienen diferenciando la
ecuacion (16) respecto a s, luego usando la ecuacién (5) y la

(17) el proceso se presenta a continuacion:

dd _d .

5= ds [x(s)cosy — y(s) siny ]
_dx(s) dcosy dy(s) . dsiny
= cosy + x(s) 15 gs Siny - y(s) Is

ds
= cosy(—cos¢) — (—sin¢)siny

= —cosy cos¢ + siny sin ¢
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= —cos(y + ¢)

L9 _
nos = T C0sQ
dn d .
== [x(s)siny + y(s)cosy]
_dx N dy
= siny s cosy
= —sin(y + ¢)
an
@ os = sing
d& dn
g g _ 18
I cos @, ds s @ (18)

Las condiciones de frontera son:

§(s) = x(s)cosy —y(s)siny

Con la normalizacion

x(1) = y(1)

x(L) =y(L) =0

=0
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§(1) = x(1)cosy —y(1)siny =0
n(s) = x(s) siny + y(s)cosy

n(1) = x(1) siny + y(1)cosy =0

Entonces se concluye:

(=0, (=0 (19)

Retomando la Ec. (6) :

d¢
ds

Y despejando la Ec. (17)
p(s) =) +y - d(s) =9(s) -y

Entonces,

dd)_d(p_

s s "
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Ahora suponemos:

% -3 Lk - k Debido a la normalizacion

Retomando la Ec. (10) y multiplicando L en cada miembro:

M = Elx
LM = LEIk
oy EL
“M =

Se deriva la ecuacion anterior con respecto a s :

dM _EldR _EldRdS$
ds Lds L d$ds

Pero

ds 1
ds L
dM _EldR1 EldR
ds L d§L 12ds

Retomando la ecuacién
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IS Fsin(¢p +y) =F sing

Entonces

El dk

F sing = 17 4%

dk FIL?

TRl sin ¢ = w?sin @

Finalmente se obtuvieron;

dgo_ dl%_ -
15 = K d§—wsm<p

Se recuerda que las variables estan normalizadas
p(s)=¢)+y dL)=0,  ¢(0) = ¢y
p(0) =90 +y= ¢po+y=a

M(s) = Elx(s)

M(0) = EIx(0) = M(0) = M, x(0) = @

Entonces,

(20)
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R M,L
K(O) = H = Ko

Las condiciones de frontera son:

p(0) =a, «(0)=1x, (21)

En resumen el problema consisten en resolver las ecuaciones
(20) y (21) para determinar las incognitas ¢ = @(s; a, , k)

vy =k(s;a,w,x)

Una vez estas funciones son determinadas se pueden obtener

las coordenadas de la curva hase del voladizo deformado

E=E(s5a,m0,k0) YN =1(s; @, , ko).

Por medio de la integracion de las ecuaciones (18):

d§ dn
g5 = _Cosg, —o=—sing

Y las condiciones de frontera de la ecuacion (19):

=0, n()=0
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Y teniendo en cuenta la ecuacién (17) se obtiene el valor del

angulo tangente ¢:

P(s) =op(s) -y (22)
Partiendo de la ecuacion (16)

§(s) = x(s)cosy —y(s)siny n(s)
= x(s) siny + y(s)cosy

Se puede reescribir como:

Co)=lar 1)

= cos’y +sin’y =1

Pero, [cosy —siny

siny cosy

Entonces

G =15, )G

x(s) = §(s) cosy +n(s)siny ,y(s)
= —¢&(s)siny +n(s) cosy (23)
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La forma del voladizo deformado depende de a,w,x, , y Su

posicion espacial depende de y.
La relacion entre a, w, k,, y se obtiene de la Ec. (22)
¢(s) = p(s) -y

Paras =1

p(D) =) -y =0

Entonces

Yy = (ﬁ(l, Q,w, KO) = ?(d, w, KO)

La relacion expresada en la Ec. (24) es fundamental.

(24)
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2.1.3 SIMETRIA

Segun las condiciones iniciales de la ecuacion (21)

p(0) =a, K(0)=rx,

Y si se reemplaza a por —a , Yy k, por —k, entonces la viga

deformada quedaria segun la Fig. 8:

Fig. 8. Rotacion
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Por lo tanto, se verifica

K(s;—a,—ko) = —k(s;a, k) &(s;—a,—ko) = &(s;a, k)
o(s;—a,—ky) = —p(s;a,ky)  y(s;—a, —kg)
= —y(s;a,xo)
o(s;—a,—ky) = —@p(s;a, k)  nis;—a, —kg) (25)
= —n(s; a, ko)

x(s; —a,—ky) = x(s; a, k)

Entonces las funciones x(s),¢(s),¢(s),n(s) yy(s) son
impares. Por otro lado, las funciones é(s) y x(s) son

funciones pares de a y k.

Si a y K, cambian de signo, la deformacion del voladizo es
simétrica con respecto al eje £(s) y al eje x(s) lo que facilita

el analisis del problema de flexion de los tres puntos.
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2.1.4 FORMULACION PARA EL PROBLEMA DE
FLEXION DE TRES PUNTOS

Se considera una viga elastica inicialmente inextensible y
recta sometida a una fuerza vertical que actla en el centro de

los soportes como se observa en la Fig. 9.

F™
L J*

—[J— L2 | Le?

Fig. 9. Geometria y cargas para el caso de flexion a tres puntos

La fuerza produce la deflexién vertical de la viga y los
puntos de contacto de la viga con los soportes se desplazan
hasta el punto medio [7]. La geometria de la viga deformada

se muestra en la Fig. 10.
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Fig. 10. Diagrama de cuerpo libre para la viga deformada

De la Fig. 9 se puede deducir que, en un soporte circular,
cada uno de los puntos de contacto se mueven en las
direcciones  horizontal 'y vertical, respectivamente,

obedeciendo las ecuaciones:

A= rsen ¢, Ay=1(1— cos ¢y) (26)

66



Donde r es el radio de los soportes y ¢, es el &ngulo tangente
a la viga en los soportes. Desde el equilibrio de la viga en la
direccidn vertical, se encuentra que la fuerza de reaccion F en

cada soporte tiene por magnitud:

P
- 2seny

(27)

Donde y es el angulo director de la fuerza de reaccion F. La
reaccion F puede descomponerse en la componente normal N
y la componente tangencial (fuerza de friccion) T con

respecto a la curva de la base de la viga, de manera que:

T
F=+N?+T? Nztan)q:,u (28)

Siendo u el coeficiente de friccion. En la Tabla 3 se resumen

los tres casos que pueden suceder:
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Tabla 3. Incognitas segln el tipo de soporte

Tipo de soporte Incognitas F
Soportes lisos: y,N N
T=0yu=0, T y
en este caso no 2 x
hay friccion. '
Si los soportes v,N,T (o)
son
perfectamente
asperos: hay
_friccion. : Para el trabajo de investigacion
Si Ios,soportes En p_art_lgular, por la ley propuesto se supuso que el
son asperos, | de friccion de Coulomb, | eficiente de friccion es estatico
entonces se el equilibrio se mantiene 1, y se determind
define alguna | para u < u, , donde ug es experismentalmente para la
ley de friccion. | el coeficiente de friccion realizacion de la prueba de
estatica. Cuando < | flexj6n obteniendo un valor de
_ Kssetienen 3 us = 0,509 [y, = 27°].
incognitas: y, N, T .

Cuando se supera este
valor, la viga se desliza
sobre los rodillos de
soporte y u se convierte
en el coeficiente de
friccion cinética y,, que
tiene un valor
aproximadamente
constante.
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Un analisis mas preciso debe considerar el momento de
flexion equivalente en los puntos de contacto de la viga. Es
decir, si se traslada a la fuerza de reaccion F desde el punto
de contacto hasta el punto de la curva de base, también se

debe afiadir el momento de flexién:

My=—=— (29)

Donde h es el espesor de la viga. Los modelos revisados
consideran que h es despreciable y por tanto el momento de

flexion es insignificante.

Gracias a la simetria, la situacién de estudio planteada es
equivalente al problema de una viga en voladizo sujeta a la

fuerza F [16] tal como se ilustra en la Fig. 11.
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vig

(B-A)16,

y xfE,

Fig. 11. Geometria y carga para para una viga en voladizo
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2.2 SOLUCION GENERAL DEL PROBLEMA

El problema a resolver es:

do  dc_ (30)
o =6 o= w’sing, s €[0,1]

con condiciones de frontera:

9(0) =a; k(0) =k, (31)
Y donde
Fl? L M,l
2 _ Tt _ Lo, _ Molg 32
w" =il =70 Ko =57 (32)
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Usando la regla de la cadena

dx  dk (de d (k?
a5 = dp\as) = @(7) (33)

Se obtiene que

2
a K
=\/sz(cos<p—cosa)+ic§=2w\[sin2——sin2£+ 9

de
2 2 4w?

ds

Se especificara la solucién del sistema para fuerza dominante
sin despreciar el espesor dado que la fuerza de reaccion en el

soporte es mayor que el momento generado.
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2.2.1 CASO DE FUERZA DOMINANTE

Si la fuerza es dominante, se verifica que

a K
—+——<1

ST a2

Haciendo la sustitucion

ksiny = sin%

La Ec. (34) se trasforma en

dy
2 — 1= k2sin2
ods sin®y
Donde

2

a K

— 24 0

k sin 2+4a)2

(35)

(36)

(37)

(38)
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La Ec. (37) bajo la condicion de la Ec. (35), de acuerdo a
Batista [30], esta dada por:

@(s) = 2sin " [ksn(ws + C, k)] (39)
k(s) = —2wken(ws + C, k) (40)

donde, sn(x) es la funcion seno eliptica de Jacobi, cn(x) es

la funcion coseno eliptica de Jacobi y la constante C esta dada

rsn_1 (Sin (%) , k) Ko <0,
k
sin (7)

. (a
2K(k) —sn~t ( , k) Ko > 0
\ k

donde sn~1(x) es la funcion inversa del seno eliptico de

por:

(41)

Jacobi y K(x) es la integral eliptica completa de primera

especie.
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Puesto que la Ec. (38) describe el valor de ¢(s), el sistema

propuesto:

—=—cosg0;—Z:—sin<p (42)

Puede ser ahora resuelto, teniendo en cuenta de acuerdo a la
Ec. (38) que:

cosp =1 —2k?sn?*(ws + C, k) (43)

sin @ = 2ksn(ws + C,k)dn(ws + C, k) (44)

donde dn(x) es la funcion delta eliptico de Jacobi.

La integracion de las Ec. (42), Ec. (43) y Ec. (44) lleva a la

solucion:
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5(5)=<%(kk))—1>(1—s)+%[Z(w+K,k)—Z(ws+K,k)] (45)

2k cn(w + K, k) — cn(ws + K, k)] (46)

n(s) = —Z[

donde E(x) es las integral eliptica completa de segunda clase

y Z(x) es la funcidn eliptica zeta de Jacobi.

Las coordenadas de un punto que satisface la curva base estan

dadas entonces por:

x(s) = 1y(é(s) cosa + n(s) sina) 47)

y(s) = lo(—¢(s) sina +n(s) cosa) (48)
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3 DESARROLLO EXPERIMENTAL

3.1 METODOLOGIA

El desarrollo experimental de este proyecto de investigacion
se llevo a cabo en el laboratorio de maquinas de la
Universidad Auténoma de Manizales, con apoyo para la
fabricacion de las probetas en el SENA Regional Huila de la

ciudad de Neiva.

3.1.1 HIPOTESIS DE INVESTIGACION

El cumplimiento de los objetivos determinados en el capitulo
1, seccion 1.3 esta directamente relacionado con el rechazo o

no rechazo de la siguiente hipotesis de investigacion:

e EI espesor de la viga influye directamente en la
deflexion de la misma bajo una prueba de flexion de

tres puntos.
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3.1.2 ENFOQUE METODOLOGICO

La forma en que se recogieron los datos, el como fueron
analizados e interpretados apunta a que el enfoque
metodolégico para este caso fuera de tipo cuantitativo-
experimental. La validacion de la hip6tesis de investigacion
se realiz6 mediante el analisis de la variable cuantitativa
espesor, (el momento flector fue tenido en cuenta para el
desarrollo de modelo analitico a diferencia de los autores

mencionados en la seccion de antecedentes).

El desarrollo del proyecto para efectos de la validacion de la
hipdtesis de investigacion propuesta se realizo a traves de los

siguientes pasos:
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g ™

1. Estudio y analisis ‘
de funciones |
elipticas de Jacobi |

,,/

g ™

2. Estudio del ‘
modelo analitico |
expuesto por Batista

5. Andlisis de ‘
resultados y |
conclusiones

J L J

3. Realizacion de un
modelo analitico |
incluyendo el

espesor de la viga |
,,/

( \‘ [ 4. Desarrollo de un \‘
disefio experimental
para validacién de |
la hipotesis de
investigacién /|

Fig. 12. Disefio de la investigacion

El tipo de estudio llevado a cabo durante la ejecucion de este
proyecto fue correlacional pues se analizaron las
interacciones entre varios factores del experimento. Como
poblacion o unidad de trabajo se fabricaron probetas de
fotopolimero, y la recoleccion de datos se realizé mediante el

ensayo a flexion de tres puntos.
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Con el fin de determinar la influencia del espesor en el
comportamiento a flexion de vigas simétricas elasticas sujetas
a grandes deflexiones se llevd a cabo un disefio experimental
utilizando especimenes de fotopolimero. Se escogieron 3
factores con 2 niveles de variacion indicando un experimento
del orden 2° y una variable de respuesta, en este disefio
experimental se realizaron 2 réplicas y la hoja de datos se

obtuvo por medio de 3 blogues de manera aleatorizada.

A continuacion, se describe la metodologia empleada
durante la preparacion de la prueba y toma de datos para el

material.
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3.1.3 PLANTEAMIENTO DEL DISENO

Para realizar el disefio experimental se tuvieron en cuenta los

siguientes pasos de la Fig. 13:

. Definir tos
: Definir la factores y los
F&b;gigr glrl,orgg';gs variable de niveles [Fuerza,
P respuesta [4] Claro, Egspesor]
2
Obtener hoja de Seleccionar el
datos disefio [Factorial
aleatorizada multinivel]

Fig. 13. Planteamiento del disefio experimental

En un disefio factorial de tipo 22 indica que se utilizaron 3

factores con 2 niveles de variacion para cada factor.
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El fotopolimero seleccionado para este disefio experimental
fue la referencia VEROBLUE RGD 840 que provee la

empresa de suministros de impresién 3D Stratasys.

VEROBLUE, es un fotopolimero PolyJet de color azul
opaco, empleado para modelado de conceptos, verificacion
de disefio y pruebas funcionales de piezas. Con este material
se pueden fabricar modelos quirtrgicos, piezas en
movimiento y ensambladas, plantillas, accesorios y
herramientas de fabricacion, modelos de ventas, marketing y
exposicion y ensamblaje de componentes electrénicos [31].
(Las propiedades de este material se incluyeron en el Anexo
A).

Para determinar las dimensiones de las probetas de
fotopolimero se utilizd la norma ASTM D 790 [5] y el trabajo
realizado por Arnautov[23]. En su trabajo Arnautov utilizd
laminados unidireccionales de carbono/epoxy con espesor de
0.5 mm, por esta razon se disefid6 mediante el software CAD
SOLIDWORKS la geometria de dos tipos de probetas con
espesor de 0,95 mm y 1,65 mm buscando obtener espesores

mayores a los despreciados por los autores. El ancho de las
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probetas se selecciond segun la norma ASTM D 790, la cual
especifica que para las muestras de menos de 3,2 mm de
espesor su ancho deber ser minimo 12,7 mm, y para evitar
deslizamiento en los apoyos durante la prueba se disefi6 de 15
mm. La geometria de las probetas se evidencia en las Fig. 14

y Fig. 15. (las dimensiones aparecen en milimetros).

Probeta tipo A- 0.95 mm

095

s

Fig. 14. Dimensiones probeta tipo A 0,95 mm de espesor

Probeta tipo B-1.65 mm

Fig. 15. Dimensiones probeta tipo B 1,65 mm de espesor
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Con la geometria modelada, se procedié a fabricar las
probetas mediante la impresion 3D (Con la aplicacion de 2
réplicas se fabricaron 24 probetas de fotopolimero). En esta
tecnologia el archivo 3D asociado es enviado a la impresora y
el software Objet Studio divide el modelo 3D en una multitud
de imégenes numéricas, cada una correspondiente a una capa
de la probeta. Las cabezas de impresion poseen cada una
varias decenas de boquillas que proyectan micro-gotas de
material (VEROBLUE) sobre una plataforma. Durante cada
proyeccion, una luz ultravioleta es emitida y solidifica el
material. Estas etapas son repetidas, capa por capa, hasta la
obtencion de la pieza, la cual no necesita ninguna fase de
terminacion (cocido, lijado, pulido). Para las geometrias
complejas, un material de soporte (un gel facil a retirar a la
mano 0 con agua) es ajustado por una de las cabezas de
impresion [32]. En la Fig. 16 se presenta la impresora Objet
Eden 260 V utilizada para la fabricacién de las probetas y en
la Fig. 17 se observa en detalle la disposicion de las probetas

durante su etapa de fabricacion.
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Fig. 16 Proceso de fabricacion de probetas fotopolimero

Fig. 17. Vista superior durante el proceso de fabricacion de probetas
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Para disefiar este experimento se utilizd el software
STATGRAPHICS Centurion XV, mediante el maodulo
asistente de disefio de experimentos (DDE). Para este disefio
experimental se registr0 el valor de la deflexion,
representando la variable de respuesta del sistema. La
deflexion de la viga § en cualquier punto a lo largo de su eje
es el desplazamiento de ese punto desde su posicion original
medida en la direccion y. Los valores se registraron en
milimetros. Los factores involucrados en el experimento para
las vigas de fotopolimero fueron: la fuerza (dN) de aplicacion
de la carga en el punto medio de la viga, el claro (mm) que es
la separacion entre los soportes y, finalmente el espesor (mm)
de la viga. Cada factor se disefi6 con dos niveles de variacion

como se muestra en la Tabla 4.
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Tabla 4. Factores, niveles y variable de respuesta para el experimento del
fotopolimero

Factor Unidades | Nivel 1 | Nivel 2 | Variable de
bajo alto respuesta
Fuerza dN 40,01 | 49,03 Deflexion
Claro (separacion | mm 100 120 6 (mm)
entre soportes)
Espesor mm 0,95 1,65

Se tratd con un disefio factorial de orden 23, en el cual se

seleccionaron tres factores con dos niveles de variacion cada

uno. Se realizaron dos réplicas del experimento, lo cual arrojo

24 observaciones, por tanto, se requirio la fabricacion de 24

probetas de fotopolimero (12 probetas con espesor igual a

0,95 mm y 12 probetas con espesor igual a 1,65 mm). Se

selecciond la opcion de experimento factorial multinivel. La

hoja de datos aleatorizada arrojada por el software fue la

siguiente:
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Tabla 5. Hoja de datos para fotopolimero

Fuerza Claro Espesor Identificacion
dN mm mm A=0,95 mm B=1,65 mm
40,01 100 1,65 B3
49,03 100 0,95 A8
49,03 120 0,95 Al
49,03 120 1,65 B4
40,01 120 1,65 Bl
40,01 120 0,95 A4
40,01 100 0,95 All
49,03 100 1,65 B8
49,03 100 0,95 A3
49,03 120 0,95 A9
40,01 120 0,95 AT
40,01 100 0,95 A5
49,03 120 1,65 B6
40,01 100 1,65 B7
49,03 100 1,65 B9
40,01 120 1,65 B10
49,03 120 0,95 A6
49,03 120 1,65 B11
40,01 100 0,95 A2
40,01 120 1,65 B5
40,01 100 1,65 B12
49,03 100 1,65 B2
40,01 120 0,95 Al10
49,03 100 0,95 Al2
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3.1.4 MONTAJE EXPERIMENTAL

Para efectuar la toma de datos, se llevaron a cabo los pasos de

la Fig. 18 que seran explicados uno a uno a continuacion:

Identificar las

probetas de Marcar la linea
fotopolimero central de aplicacion
[A=0,95 mm B=1,65 de la carga
mm] |

Realizar el ensayo de
flexion a tres puntos Calibrar los pesos
[Registro en video]

Fig. 18. Pasos para realizar el montaje experimental

Se realiz6 la identificacion de las probetas de fotopolimero
con numeraciones a ambos extremos (del 1 al 12). se
denotaron con la letra A las probetas de 0,95 mm de espesor
y con la letra B a las probetas de 1,65 mm de espesor.

también se marcé la linea central para facilitar el punto de
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aplicacion de la carga. Las probetas se organizaron en el

orden de ejecucién de la Tabla 5.

!

Mg

i

Fig. 19. Marcacion probetas de fotopolimero

Se procedi6 a calibrar los pesos con los que se iba a generar
la deflexion en las probetas. Para alcanzar una fuerza de
40,01 dN se empled una masa de 408 g de plastilina. por otra
parte, para probar la fuerza de 49,03 dN se utilizé una masa
de 500 g de plastilina (se presentan en la Fig. 20) . Las
mediciones de las masas de plastilina se llevaron a cabo

mediante una gramera digital.
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Fig. 20. Masas utilizadas en el experimento de fotopolimero

El ensayo de flexion a tres puntos se realizé sobre un tablero
rotulado fabricado especialmente para esta prueba que se
presenta en la Fig. 21 (el experimento se llevd a cabo dentro
del laboratorio de maquinas de la Universidad Autonoma de

Manizales).
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__ .
Tablero rotulado |

!
Cinta métrica —————

Marco de
referencia !

Apoyo
Viga

Contraste para la
visualizacion en
Tracker

Masa

Fig. 21. Partes del tablero rotulado

Con el montaje experimental armado, se procedio a colocar la
carga en el centro de cada probeta y se registro en video su
comportamiento durante la prueba (la camara utilizada en la
realizacion de los videos se fijo con ayuda de un tripode).
Posteriormente estos videos fueron montados en el software
libre de modelado y analisis de video Tracker en su version

5.0.6 en el cual se realizaron las mediciones de la deflexién
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experimental y de los angulos que describen la fuerza de

reaccion F en los apoyos de la probeta.

En las Fig. 22, Fig. 23, Fig. 24 y Fig. 25 se presentan los
elementos requeridos para realizar el ensayo de flexion de

tres puntos para las 24 probetas de fotopolimero.

Fig. 22 Proceso de montaje de los apoyos
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Fig. 24. Desarrollo del experimento para fotopolimero
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Fig. 25. Probeta de fotopolimero sometida a flexion

Una vez realizado en el ensayo de flexion de tres puntos para
cada una de las 24 probetas, fue necesario elaborar un
pequefio montaje experimental para determinar el valor del
coeficiente de friccion estatico u, entre el fotopolimero y el
material utilizado en los apoyos durante la ejecucion de las

pruebas (se implementd una muestra de polietileno).
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Fig. 26 Polietileno de recubrimiento de los apoyos

Con ayuda de un plano inclinado presente en la Fig. 27 se
dispuso material de fotopolimero en el asiento y se ubico un
pedazo del material (Fig. 26), el proceso consistio en inclinar
suavemente el plano hasta registrar el angulo en el que

comienza el deslizamiento hacia abajo.
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Fig. 27 Plano inclinado para medir friccién

. W send

w cos B a

Fig. 28 Diagrama de cuerpo libre en el plano inclinado
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Segun el diagrama de cuerpo libre de la Fig. 28 se tiene la

siguiente ecuacion:

(49)

f—r =tany; =
N Y1 = Us

Fig. 29 Determinacion de la friccion

El valor registrado para el angulo de deslizamiento fue y; =

27°, por lo tanto:

tan27° = ug = 0,509 (50)
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Con el valor del angulo y,determinado, se procedié a cargar
en el software Tracker cada uno de los videos tomados
durante el ensayo a flexion de tres puntos y, a realizar la toma
de la deflexién y de los &ngulos en un recorte especifico de
cada video (los valores geométricos se tomaron

aproximadamente al segundo 3 de cada toma).

A continuacion, se presenta una muestra de la toma de datos

geomeétricos para la probeta A9 en la Fig. 30.

® T

Archivo Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana Ayuda
S H S % 8- [xoewm® Qen| b N4 AA|ILAL A /- 53¢

v ALPHA paso3: dngulo[ 455 | L1[243¢ mm] L2[2038 mm] memoris en uso: 278 de 247M8.
i Control de Trayectorias 3 ; St i g Yk oagramas ‘{—"m
Pl P GAMA _° transportador A - ‘. T ALPHA {t, 8)

0 005 010

[ satos| ALPHA

w | )

Fig. 30 Célculo de la deflexion para la probeta A9 con el software Tracker
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Para poder realizar el calculo de la deflexion inicialmente se
marcaron las cotas de los valores conocidos, como lo fue la
separacion entre soportes para este caso de 120 mm. Se traz6
una linea horizontal sobre los soportes, y finalmente se trazo
una linea vertical en el centro de la misma hasta el punto mas
bajo de la viga obteniendo asi un valor de 46,94 mm como
deflexion para la probeta A9.

@) Tracker - o x
Archivo Editar Video Trayectorias Systema de Coordenadas Ventana Ayuda

= H| =% 8w || ¥crear = B | Qaaon | 0 ol | ™S o A A | 4 A, A & 2@
v ALPHA paso 3: angulo[570° | Ls[24.34 mm | L2[2038mm]

X

memoria en uso: 31HB de 247MB.

}- Diagramas ALPHA

ALPHA (t, 8)
'l

OPH _°GAMA _° transportadorA  ALPHA

72
0
68
66
64

62
60

0 0,05 040

00 ger ]
"""""""""""" o [ pawos| ALPHA

t(s) 8

,000)

‘‘‘‘ 033
E 067

.100]

Bl R

ALFHA seleccionado (amastre los brazos para medir angulos)) = |
]

Iv]

4]
ns?m%Elnh =L a1 =

Probeta_Ad.trk

Fig. 31 Célculo de los &ngulos para la probeta A9

Para la toma de angulos (Fig. 31, Fig. 33) se llevo a cabo un

proceso similar al anterior, en este caso conociendo el valor
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del angulo y, = 27° de se marcaron los &ngulos a, ¢, y v

segun la Fig. 32.

et
F \F Ve
Y P Y @0
F
Z \ /\ ]a'Ay
i
Lo 72
L-2 Ax

Fig. 32. Angulos presentes en la deflexion de la viga

y=672°
o = 49,56°
a=y+ ¢, =11658°

Fig. 33. Toma de angulos con Tracker probeta A9

Estos procesos se repitieron para cada probeta obteniendo

finalmente los siguientes resultados:
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Tabla 6. Resultados de deflexion y &ngulos para el fotopolimero

BLOQUE

Fuerza

Claro

deflexion

Espesor a $0 Y
dN mm | mm mm ° ° °

1 40,01 | 100 | 1,65 18,82 B3 | 117,48 | 28,7 | 88,78
1 49,03 | 100 | 0,95 6,664 | A8 |117,21|19,31|97,9
1 49,03 | 120 | 0,95 55,62 Al | 117,65 | 46,8 | 70,85
1 49,03 | 120 | 1,65 13,4 B4 | 117,08 | 17,85 | 99,23
1 40,01 | 120 | 1,65 22,14 Bl | 116,56 | 22,56 | 94
1 40,01 | 120 | 0,95 45,07 A4 | 116,83 | 44,53 | 72,3
1 40,01 | 100 | 0,95 60,27 All | 116,61 | 53,11 | 63,5
1 49,03 | 100 | 1,65 24,15 B8 |116,81 | 30,7 | 86,11
2 49,03 | 100 | 0,95 41,82 A3 |116,1 |485 |67,6
2 49,03 | 120 | 0,95 46,94 | A9 | 116,58 | 49,56 | 67,02
2 40,01 | 120 | 0,95 54,85 | A7 | 116,89 | 43,76 | 73,13
2 40,01 | 100 | 0,95 55,31 A5 | 117,29 | 52,37 | 64,92
2 49,03 | 120 | 1,65 25,59 B6 |117,29 | 26,1 | 91,19
2 40,01 | 100 | 1,65 13,87 B7 | 116,03 | 23,28 | 92,75
2 49,03 | 100 | 1,65 25,42 B9 |1171 |36,4 |80,7
2 40,01 | 120 | 1,65 20,85 B10 | 117,25 | 28,1 | 89,15
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Tabla 6. Resultados de deflexion y &ngulos para el fotopolimero —Continuacion-

3 49,03 | 120 | 0,95 36,87 A6 | 116,73 | 43 73,73
3 49,03 | 120 | 1,65 16,36 B11 | 1174 | 19,1 | 98,3
3 40,01 | 100 | 0,95 54,17 A2 | 116,53 | 52,33 | 64,2
3 40,01 | 120 | 1,65 28,6 B5 | 117,21 | 31,28 | 85,93
3 40,01 | 100 | 1,65 23,61 B12 | 117,18 | 34,9 | 82,28
3 49,03 | 100 | 1,65 9,645 B2 |116,7 |18,7 |98

3 40,01 | 120 | 0,95 36,99 Al0 | 117,06 | 35,7 | 81,36
3 49,03 | 100 | 0,95 35,24 Al2 | 117,2 | 39,18 | 78,02
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4 RESULTADOS

4.1 ANALISIS ESTADISTICO

Para proceder con el analisis de los datos se consideraron los
siguientes supuestos llevados a cabo con un error tipo | (@) de

0,05 haciendo disefio experimental aleatorizado y replicado:

e Los factores del experimento son fijos
e Los disefios son completamente aleatorizados

e Se satisfacen los supuestos de normalidad usuales

Estos supuestos fueron validados mediante la realizacion de
un ANOVA multifactorial de los datos obtenidos (para el
analisis de los mismos se usé el software STATGRAPHICS
Centurion XV). Se realizo la grafica de los residuales para
cada factor involucrado en el experimento como se presenta a
continuacion: las Fig. 34, Fig. 35 y Fig. 36 evidencian los
residuales del experimento para los factores fuerza, claro y

espesor respectivame nte.
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residuos

residuos

28

18

-12

-22

28

-22

Gréfico de Residuos para deflexion

o Kk owema

PR

40,01 49,03
Fuerza

Fig. 34 Residuales para el factor fuerza

Grafico de Residuos para deflexion

-
M
[N A AN NI A

i :
100 120
Claro

Fig. 35 Residuales para el factor claro
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residuos

28

18

-12

-22

Grafico de Residuos para deflexion

0.95 1.65
Espesor

Fig. 36 Residuales para el factor espesor

Para poder verificar el supuesto de normalidad se realizo la

gréfica de probabilidad normal de los residuales para el

fotopolimero.

porcentaje

99.9 -

Grafico de Probabilidad Normal

=22 -12 -2 8 18
RESIDUOS

Fig. 37 Probabilidad normal para los residuales del fotopolimero
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En la Fig. 37 se puede observar que los puntos de los
residuales se aproximan razonablemente bien a la diagonal,
por lo que se debe aceptar la hipotesis de normalidad de los
residuos.

La homocedasticidad se puede validar con el grafico de los

residuos vs predichos presentado acontinuacion:

Grafico de Residuos para deflexion

residuos

co [
=1

0 20 40 60
predichos

Fig. 38 Homocedasticidad para el experimento con fotopolimero

En la Fig. 38 se observa que los residuos no presentaron
estructura definida o patron alguno, por lo tanto se puede
aceptar que se cumple la hipdtesis de varianza de los residuos
constante.

Con los supuestos validados anteriormente se procedid a

analizar las deflexiones a través de un disefio multifactorial
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resultados obtenidos fueron los siguientes:

en el software STATGRAPHICS Centurion XV y los

Tabla 7. Efectos estimados para la deflexion (mm)

Efecto |Estimado | Error |V.L.F.

Estd.

promedio | 32,1779 | 1,8903
A:Fuerza | -8,06925 |3,78059| 1,0
B:Claro | 2,85758 |3,78059| 1,0
C:Espesor| -23,9466 |3,78059| 1,0
AB 5,78258 |3,78059| 1,0
AC 5,84842 |3,78059| 1,0
BC -0,953417(3,78059| 1,0
ABC -8,97508 |3,78059| 1,0

Errores estandar basados en el error total con 16 g.l.

En la Tabla 7 se presentan las estimaciones para cada uno de
los efectos estimados en el experimento con fotopolimero y
las interacciones entre ellos. También presenta el error
estandar de cada uno de los efectos, el cual mide su error de
El

corresponde al factor C:Espesor con un valor subrayado en

muestreo. esfecto principal mas alto en la tabla
rojo de -23,9466. Luego sigue el valor de la interaccion entre

los tres factores ABC con un valor de -8,97508 y finalmente
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se presenta el efecto estimado del factor A: Fuerza con un
valor de -8,06925.

Los efectos B: Claro, AB y AC presentaron valores positivos
en sus estimaciones, esto quiere decir por ejemplo que si se
incrementa el factor B desde su nivel bajo (100 mm) hasta su
nivel alto (120 mm), la variable de salida que es la deflexion

6 aumentara.

Por otra parte los factores A: Fuerza, C: Espesor, las
interacciones BC y ABC presentaron valores negativos en sus
estimaciones, esto quiere decir por ejemplo que si se
incrementa el factor A desde su nivel bajo (40,01 dN) hasta
su nivel alto (49,03 dN), la variable de salida que es la

deflexion § disminuira.

El factor de inflacion de varianza (V.I.F.) mas grande, es
igual a 1.0, para un disefio perfectamente ortogonal, todos

los factores serian igual a 1.

Las consideraciones anteriores se detallan graficamente a

través del diagrama de Pareto.
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Diagrama de Pareto Estandarizada para deflexion

T T
C:Espesor O+
ABC . -
A:Fuerza
o | [
» |
B:Claro |:|
sc |
0 2 4 6 s

Efecto estandarizado

Fig. 39 Diagrama de pareto para el fotopolimero

En el grafico de Pareto estandarizado para el experimento con
fotopolimero presente en la Fig. 39, se puede utilizar la
esquina superior derecha para determinar rapidamente qué
efectos son los mas importantes. La longitud de cada barra es
proporcional al valor del estadistico t calculado para el
correspondiente efecto. Barras fuera de las lineas verticales
son estadisticamente significativas al nivel de confianza
seleccionado, situado por defecto al 5%. En este caso hay 3
efectos principales significativos: C: Espesor, ABC y A:
Fuerza. En este grafico también se observd que el efecto

menos importante fue la interaccion BC.
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Tabla 8. Analisis de varianza para el fotopolimero

Fuente Suma de Gl |Cuadrado Razén- |Valor-P
Cuadrados Medio F

A:Fuerza |390,68 1 390,68 4,56 0,05

B:Claro 48,99 1 148,99 0,57 0,46

C:Espesor [3440,63 1 |3440,63 40,12 (0,0

AB 200,63 1 200,63 2,34 0,15

AC 205,22 1 |205,22 2,39 0,14

BC 5,45 1 (5,45 0,06 0,80

ABC 483,31 1 483,31 5,64 0,03

Error total |1372,12 16 |85,76

Total 6147,04 23

(corr.)

R-cuadrada = 77,6784 porciento

R-cuadrada (ajustada por g.l1.) = 67,9128 porciento
Error estandar del est. = 9,26052

Error absoluto medio =5,88478

Estadistico Durbin-Watson = 2,26074 (P=0,7979)
Autocorrelacién residual de Lag 1 = -0,149958

En la Tabla 8 se particiona la variabilidad de deflexion en
piezas separadas para cada uno de los efectos, esto quiere
decir que prueba la significancia estadistica de cada efecto
comparando su cuadrado medio contra un estimado del error
experimental. En este analisis de varianza se puedo observar
que el factor C: Espesor fue el mas influyente en la variable

de salida deflexion debido a que presenté el valor de Razon-F
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mas alto con un valor de 40,12. También se observo que en
este caso existen 3 efectos que tienen una valor-P menor que
0,05 (subrayados en rojo), indicando que son
significativamente diferentes de cero con un nivel de
confianza del 95,0%, es decir que fueron muy influyentes el
factor C:Espesor con un valor P de 0,0 el factor A:Fuerza
con un valor P de 0,05 y finalmente la interaccion ABC con
un valor P de 0,03.

El estadistico R-Cuadrada indica que el modelo, asi ajustado,
explica 77,6784% de la variabilidad en deflexion. El
estadistico R-cuadrada ajustada, que es mas adecuado para
comparar modelos con diferente nimero de variables
independientes, es 67,9128%. El error estandar del estimado
muestra que la desviacion estandar de los residuos es
9,26052. EIl error medio absoluto (MAE) de 5,88478 es el
valor promedio de los residuos. El estadistico de Durbin-
Watson (DW) prueba los residuos para determinar si haya
alguna correlacion significativa basada en el orden en que se

presentan los datos en el archivo. Puesto que el valor-P es
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mayor que 5,0%, no hay indicacion de autocorrelacion serial

en los residuos con un nivel de significancia del 5,0%.

A continuacion se presenta la grafica de los efectos

principales para la deflexion:

Grafica de Efectos Principales para deflexion

deflexion

40,01 49,03 100.0 1200 0.95 1.65
Fuerza Claro Espesor
[dN] [mm] [mm]

Fig. 40 Efectos principales para la deflexion
En el grafico de efectos principales para la deflexion de la
Fig. 40 se muestra como cada factor afecta a la deflexion: Las
lineas indican los cambios estimados en la deflexién cuando
cada factor se mueve de su nivel bajo a su nivel alto, con
todos los otros factores constantes en un valor a mitad de

camino entre sus valores bajos y altos. Asi, por ejemplo, si el
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factor C: Espesor aumenta de si nivel bajo (0,95 mm) a su

nivel alto (1,65 mm) el valor de la deflexién disminuira.

Grafico de Probabilidad Normal para deflexion

909 T T T T ™—
99 - —

95 — AG 7|
80 —

50

porcentaje

A:Fuerza
C

| «C:Espesor

h

1+

0.1 |, , . .
6.4 44 24 0.4 1.6
Efectos estandarizados

Fig. 41 Probabilidad normal para los efectos
A través de la Fig. 41 se observd que el efecto mas alejado de
la recta fue el factor C:Espesor lo que corrobora que es

bastante influyente en este disefio experimental.

Es de especial interés conocer la interaccion entre los factores
mas influyentes que fueron el factor C: Espesor y el factor A:

fuerza como se presenta a continuacion:
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Grafica de Interaccion para deflexion

59

Espesor=0.95
49 P

39
Espesor=0.95

deflexion

29

Espesor=1,65 —_
Espesor=1.65

40,01 49,03
Fuerza

Fig. 42 Interaccion entre fuerza y espesor

En la Fig. 42 se muestra la deflexion con el cambio de la
fuerza, para cada nivel del espesor. Se debe notar que en el
nivel alto de espesor 1,65 mm la fuerza aplicada durante el
ensayo obtuvo un efecto pequefio, a diferencia que el en nivel
bajo de espesor 0,95 mm en la cual la fuerza obtuvo un efecto

significativo.
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Grifica de Interaccion para deflexion

49
Espesor=0.95

44 /

Espesor=0.95

39

34

deflexion

29

24

- Espesor=1.65
Espesor=1.65

100.0 120.0
Claro

Fig. 43 Interaccion entre claro y espesor
En la Fig. 43 se observa que en el nivel bajo de espesor 0,95
mm el cambio en la deflexion es mayor conforme aumenta el
claro o separacion entre los soporte, a diferencia de cuando el
espesor vale 1,65 mm el cambio en la deflexion es menos
asentuado. Las lineas en esta figura tienden a ser paralelas
entre si, lo cual indica que no hay interaccién entre los

factores Claro y Espesor.
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Grafica de Interacci6n para deflexion

38 - Claro=100,0 ]
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Fuerza

Fig. 44. Interaccion entre la fuerza y el claro
En la figura Fig. 44 se presentan lineas que se cruzan, quiere
decir que existe interaccion entre el factor fuerza y el factor
claro. En el nivel bajo de claro (100 mm) , la fuerza juega un
papel muy importante. Se muestra una gran variacion en la

deflexion.

El modelo que describe la deflexion se obtuvo con el

coefeciente de regresion presente en la Tabla 9:
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Tabla 9. Coeficiente de regresion para la deflexion

Coeficiente |Estimado
constante |2312,35

A:Fuerza |-51,0085
B:Claro -18,9878
C:Espesor |[-1493,93

AB 0,433687
AC 33,1246
BC 12,5205
ABC -0,284292

La ecuacion del modelo es la siguiente:

deflexion = 2312,35 — 51,0085 * Fuerza — 18,9878 *+ Claro — 1493,93
* Espesor + 0,433687 * Fuerza * Claro + 33,1246
* Fuerza * Espesor + 12,5205 * Claro * Espesor
— 0,284292 * Fuerza * Claro * Espesor

A continuacion, se presentan las graficas de superficie de
respuesta y contorno para el modelo. Puesto que el modelo es
de primer orden (es decir, Unicamente contiene los efectos

principales) la superficie de respuesta ajustada es un plano.
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Superficie de Respuesta Estimada
Espesor=1,3

deflexion
. 220
. 236
e 252
26.8

284
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34

30

deflexion

26

Fig. 45 Superficie de respuesta entre fuerza y claro

En la Fig. 45 se presenta la superficie de respuesta
manteniendo los factores fuerza y claro. Se logra evidenciar
en la zona de color naranja que las mayores deflexiones se
obtuvieron con el nivel bajo de fuerza 40,01 dN, también que
las menores deflexiones se lograron con el nivel bajo de claro

100 mm. El valor 6ptimo de espesor fue 1,3 mm.
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Superficie de Respuesta Estimada
Claro=110.0

deflexién
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Fig. 46 Superficie de respuesta entre fuerza y espesor

En la Fig. 46 se presenta la superficie de respuesta
manteniendo los factores fuerza y espesor. En esta se observa
que la deflexion disminuye conforma aumenta el espesor de

la probeta. El valor éptimo para el claro fue 110 mm.

Superficie de Respuesta Estimada
Fuerza=44.52

deflexion

E 22.0

E 23.6

. 252

26.8

28.4

30.0

31.6

33.2

1.74 348
36.4

380
Espesm'- 396

deflexion

Claro

Fig. 47 Superficie de respuesta entre claro y espesor
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En la Fig. 47 se presenta la superficie de respuesta
manteniendo los factores claro y espesor. Las mayores
deflexiones se presentaron para el nivel bajo de espesor 0,95

mm.
Contornos de la Superficie de Respuesta Estimada
Claro=110.0

1.74 [~ . | — deflexion
220
Il 236
1.54 - . 252
. 26.8
é 284
g M T 300
il 31.6
2
114 |- . 332
348
36.4
0.94 |- : : ; : = 38,0

Fuerza

Fig. 48 Contorno de la superficie de respuesta para fuerza y espesor
En la grafica de contorno Fig. 48 Contorno de la superficie de
respuesta para fuerza y espesorFig. 48 nuevamente se
evidencian los hallazgos encontrados en las superficies de

respuesta. Un espesor pequefio conduce a una gran deflexion.
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4.2 VALIDACION DEL MODELO ANALITICO

Para corroborar el modelo analitico planteado en el capitulo 2
el cual describe las coordenadas de la curva base cuando un
viga es sometida a flexion de tres puntos se utilizo el software

libre Engauge Digitizer.

Esta herramienta de software de digitalizacion convierte un
archivo de imagen que muestra un grafico o mapa, en
nameros. El archivo de imagen puede provenir de un escaner,
camara digital o captura de pantalla. Los nimeros se pueden
leer en la pantalla y se pueden escribir o copiar en una hoja

de calculo.

La herramienta Engauge Digitizer acepta archivos de imagen
(como PNG, JPEG y TIFF) que contienen graficos, y
recupera los puntos de datos de esos graficos. Los puntos de
datos resultantes se utilizan generalmente como entrada para
otras aplicaciones de software. Conceptualmente, Engauge
Digitizer es lo opuesto a una herramienta de graficos que

convierte los puntos de datos en graficos. A través de este
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software, se exportaron las fotos de cada una de las probetas
analizadas durante el ensayo a flexion de tres puntos en la
posicion de maxima deflexion y se obtuvieron las hojas de
calculo con las coordenadas x y y que describen la curva base
deformada. Es importante aclarar que dicho andlisis no se
pudo realizar para las probetas A2 y B2 debido a la poca

claridad en la fotografia.

| Control de Trayectorias

A PH _°GAMA _° THETAO ALPHA [

Fig. 49. Fotografia de deflexidn para la probeta B12
En la Tabla 10, se presenta como ejemplo los datos obtenidos
de la fotografia de deflexion para la probeta B12 (Fig. 49)

mediante el andlisis con el software Engauge Digitizer .
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Tabla 10. Coordenadas en xy para la probeta B12 mediante Engauge Digitizer

x(mm) | y(mm)
-47,535 19,995
-45,07 17,375
-43,31 15,881
-40,845 14,392
-39,437 14,025
-36,62 11,408
-34,155 10,296
-31,69 8,807
-29,225 8,072
-26,761 6,206
-23,592 5,099
-20,423 3,615
-17,958 2,88
-15,845 2,519
-13,732 1,404
-11,268 1,046
-8,803 1,064
-6,69 0,326
-4,225 0,345
-1,761 0,364
-0,352 -0,003
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Fig. 50. Grafica de la curva base para la probeta B12 con los datos de Engauge
Digitizer

Una vez obtenidas las 22 graficas para las probetas
(exceptuando la probeta A2 y B2) se debian contrastar con las
coordenadas para la curva base segun el modelo analitico
propuesto en este trabajo. Primero se realizé el célculo de w
(parametro de carga) y el calculo de x (curvatura de la viga).
Los valores de entrada fueron F, 1y, E, I, a, k,, M, para obtener
E(k),K(k),Z(ws + K, k), cn(ws + K, k), £(s),n(s), x(s), y(s).
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Tabla 11. Valoresparaw y k

Probeta| F lo I a Kq M, w K
N m mm?* ° N.m
B3 12,001 | 005 PO152E 11748 | 0,008 0,00075(0,5969 0,855
A8 2475 | 005 [LOTME| 43751 | 0,010 |0,0003 15197 |0,854
Al 2505 | 006 LTI 137,65 | 0013 10,0086 |1,8673|0,856
B4 2,484 | 006 981251 13708 | 0,004 |0,000030,7981|0,853
BL 15005 | 0.06 5'61225 116,56 | 0,003 |0,000750,7171 (0,851
A4 15100 | 0.06 1'071127E' 116,83 | 0,010 |0,00045 |1,6797 0,852
ALl 15 535 | 0.05 1'071127E' 116,61 | 0,009 |0,00048 |1,4442 (0,851
B8 |5 457 | 0,05 5'61122'5' 116,81 | 0,003 |0,00092 0,6615 [0,852
A3 15652 | 0.05 1'071127E' 116,1 | 0,011 |0,00057 |1,5729 [0,849
A9 15 663 | 0.06 1'071127E' 116,58 | 0,013 |0,00057 |1,8915 [0,851
AT 12000 | 0.06 1'071127E' 116,89 | 0,010 |0,00045 |1,6760 [0,852
A5 12,200 | 005 [LOTHE| 49759 | 0,009 |0,00048 1,4356 |0,854
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Tabla 11. Valores para w y k —Continuacion-

B6

0,06

5,6152E-

2452 25 1117,29 | 0,004 0,00092(0,7930 0,854
BT 12,003 | 005 %1251 13603 | 0,003 |0,000750,5972(0,848
B9 2484|005 P12 4171 | 0,003 |0,00003 0,651 (0,853
P10 12001 [ 006 POWZE1 43755 | 0,003 10,00075(0,7163 0,854
A8 o554 | 006 [LOTIE| 11673 | 0,012 [0,00085 |1,8524|0,851
B 12477006 581251 1174 | 0004 10,0003 0,7971|0,854
A2 15905 | 0,05 1'071127E' 116,53 | 0,009 [0,00048 |1,4399 0,850
5% 12,006 | 006 PO 11721 | 0,008 0,00075(0,7172|0,854
B2 15019 | 0.05 5'611225 117,18 | 0,003 |0,00076 [0,5996 [0,853
B2 |5,476 | 0.05 5'61122'5' 116,7 | 0,003 |0,00093 (0,6640 [0,851
AL 15 023 | 0,06 1'071127E' 117,06 | 0,010 |0,00044 |1,6489 0,853
Al2 15 506 | 0.05 1'071127E' 117,2 | 0,010 [0,00054|1,5292 |0,854

Se recuerda que los valores de entrada F,l,,E,I,a, ko, M,

fueron calculados con las ecuaciones (4), (27), (29), (32). El

mddulo de elasticidad E se tomd de la hoja de datos para el
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material VEROBLUE con un valor de 2500 Mpa (ver anexo
A). Una vez conocidos w y k se procedié a determinar las
salidas E(k),K(k),Z(ws + K, k), cn(ws +
K, k),&(s),n(s),x(s),y(s). A través del software MATLAB,
gracias a que posee funciones adecuadas para calcular la
integral eliptica completa de primer y segundo orden de
Jacobi y la funcién coseno eliptico de Jacobi para los datos de
las 24 probetas. Por la cantidad de las gréficas solo se

presenta como ejemplo los resultados de la probeta B12.

Tabla 12. Coordenadas x(s) y(s) para la probeta B12 mediante funciones
elipticas de Jacobi

Z(ws cn(ws

s |+Kk)| +Kk) |EK) | K@) | E(s) | nis) | x(s) y(s)
0 0,279 | 0,557 [2,400|1,141| 1,815 |0,833]|-0,087 0,049
0,1 | 0,256 | 0,526 [2,400|1,141| 1,570 |0,742|-0,076 0,042
0,2 | 0,228 | 0,494 [2,400| 1,141 | 1,344 |0,653]|-0,066 0,035
0,3 ] 0,193 | 0,464 [2,400|1,141| 1,138 |0,566]|-0,056 0,029
0,4 | 0,153 | 0,433 [2,400| 1,141 | 0,951 |0,480]-0,047 0,024
0,51 0,108 | 0,404 [2,400|1,141| 0,780 |0,395|-0,039 0,020
0,6 | 0,060 | 0,375 [2,400|1,141| 0,621 |0,313|-0,031 0,016
0,7 | 0,009 | 0,346 [2,400|1,141| 0,471 |0,232|-0,023 0,012
0,8 | -0,043 | 0,319 [2,400|1,141| 0,321 |0,153|-0,016 0,008
0,9 | -0,092 | 0,291 [2,400|1,141| 0,166 |0,076|-0,008 0,004
1 |-0,139| 0,265 [2,400| 1,141 | 0,000 |0,000| 0,000 0,000
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Los datos de las coordenadas x(s) y y(s) fueron graficados
también en MATLAB (como ejemplo se presenta la Fig. 51)
evidenciando el comportamiento de la curva base para las

probetas deformadas segun el modelo analitico.

Figura 4
T

Fig. 51. forma de la curva base segun el modelo analitico para la probeta B12

Finalmente, para poder efectuar la contrastacion entre los
datos experimentales (procesados con el software Engauche
Digitizer) y los valores teoricos a través de la aplicacion del
modelo analitico se efectud una superposicion de las curvas
obtenidas mediante los dos procesos. Se decidio graficar 3

probetas por figura para no extender la cantidad de gréaficas,
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dicha agrupacion se realiz6 teniendo caracteristicas comunes
como el mismo espesor y la misma fuerza aplicada durante el
ensayo a flexion de tres puntos. Asi por ejemplo en la Fig. 52
se presentan las probetas A8, Al, A3 que mantienen el
mismo espesor de 0,95 mm y la fuerza de 40,03 dN. Se aclara
que en la figura el valor con el asterisco y la forma en
circulos corresponde a los datos experimentales del software
Engauge Digitizer (esta notacion se replico en todas las
gréficas). La linea continua hace referencia a la curva bajo las

ecuaciones del modelo analitico.

AB
Al
A3

Al
o Az

100 - q

¥, [mm]

50 F Ty e

-100 L L
-140 -120 -100 -80 -60 -40 -20 0

%, [mm]

Fig. 52. Comprobacion modelo analitico probetas A8, Al, A3
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En la Fig. 52 se observa que la probeta con mayor separacion

entre gréficas superpuestas es la Al.

La Tabla 13 presenta los parametros de agrupacion de las

probetas para efectuar la superposicion de las gréficas y

mejorar la visualizacion de resultados.

Tabla 13. Distribucién de probetas por grafica

Probetas Constantes
Figura52 | A8,A3,Al espesor 0,95- fuerza 49,03 dN
Figura53 |A9,A6,A12 |espesor 0,95- fuerza 49,03 dN
Figura54 |A4,A11,A7 |espesor 0,95- fuerza 40,01 dN
Figura 55 | A5,A2** A10 | espesor 0,95- fuerza 40,01 dN
Figura 56 |B4,B8,B6 espesor 1,95- fuerza 49,01 dN
Figura 57 |B9,B11,B2** |espesor 1,95- fuerza 49,01 dN
Figura58 |B3,B1,B7 espesor 1,95- fuerza 40,01 dN
Figura59 |B10,B5,B12 |espesor 1,95- fuerza 40,01 dN

** |as probetas A2 y B2 por baja resolucion en la calidad de

su imagen.
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Fig. 53. Comprobacién modelo analitico probetas A9, A6, A12

La Fig. 53 evidencia un buen acercamiento entre la grafica

experimental de la probeta A12* y la grafica analitica A12.
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Fig. 54.Comprobacion modelo analitico probetas A4, All, A7

En la Fig. 54 se evidencia un comportamiento casi colineal
para los primeros valores de la coordenada x(s) en la probeta
A7.
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Fig. 55. Comprobacién modelo analitico probetas A5, A10

La Fig. 55 presenta un buen acercamiento entre puntos para
la probeta A5.
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Fig. 56. Comprobacién modelo analitico probetas B4, B8, B6

En la Fig. 56 las probetas B4,B8 y B6 presentan separaciones

similares y una concavidad hacia arriba.
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Fig. 57. Comprobacién modelo analitico probetas B9, B11

Para la Fig. 57 se observa un buen acercamiento entre puntos
de la probeta B9.
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Fig. 58. Comprobacién modelo analitico probetas B3, B1, B7

En la Fig. 58 las 3 probetas presentan gran distanciamiento

entre puntos.
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Se presenta a continuacion la Gltima gréfica,

70 T T T T T

60

S0

40

or

y, [mm]

10 1 1 1 1 1
-120 -100 -80 -60 40 -20 0

X_ [mm]

Fig. 59. Comprobacion modelo analitico probetas B10, B5, B12

Finalmente, en la Fig. 59 se evidencia la mejor armonia entre
los datos, y se presenta un buen acercamiento para la probeta
B12.
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5 DISCUSION DE RESULTADOS

¢Como influye el espesor en el comportamiento a flexiéon a
tres puntos de una viga simétrica elastica sujeta a grandes

deflexiones?

Gracias a la realizacion del disefio experimental para el
fotopolimero se pudo deducir la influencia del espesor en el
comportamiento a flexion a tres puntos para una viga
simétrica elastica. El analisis estadistico de los datos a través
del software STATGRAPHICS arrojo que el factor espesor Si
es influyente para el caso de grandes deflexiones. Segun la
tabla de efectos estimados para la variable de salida
deflexion, el factor C: Espesor obtuvo el mayor valor (-
23,9466). Por otra parte, Si se incrementa el factor Espesor
desde su nivel bajo (0,95 mm) hasta su nivel alto (1,65 mm)
la deflexiébn de la viga disminuira. Afirmacion que es

coherente con la Ec

(3), en la cual se evidencia que cuando aumenta el segundo
momento de area I (directamente relacionado con la variable

espesor), la deflexion de la viga tiene a disminuir.
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La importancia del espesor también se reflejé con el analisis
de varianza, en el cual se puedo observar que el factor fue el
mas influyente debido a que present6 el valor de Razon-F
mas alto con un valor de 40,12. También se observo que en
este caso existieron 3 efectos que obtuvieron una valor-P
menor que 0,05 , indicando que son significativamente
diferentes de cero con un nivel de confianza del 95,0%, es
decir que fueron muy influyentes el factor C:Espesor con un
valor P de 0,0000, el factor A:Fuerza con un valor P de
0,0486 y finalmente la interaccion ABC con un valor P de
0,0305.

En la grafica de efectos principales para la deflexion se
observé un comportamiento atipico para el factor fuerza,
debido a que las menores deflexiones se presentaron con el
valor alto de fuerza. En el grafico de interaccion entre el
factor Fuerza y el factor Claro se presenté una incoherencia
para el valor bajo de fuerza (40,01 dN) y el nivel alto de claro
(120 mm) pues se generd una deflexion menor comparada
con la combinacion del valor bajo de fuerza (40,01 dN) y el
nivel bajo de claro (100 mm). Con el disefio experimental

también se logré determinar que el factor fuerza es influyente
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durante el ensayo a flexion de tres puntos. Al igual que la
interaccion ABC. (el factor obtuvo un valor P de 0,0486 y la
interaccion ABC un valor P de 0,0305).

Gracias a las figuras obtenidas mediante los datos
experimentales (Engauge Digitizer) y los datos teoricos
(modelo analitico) se logré evidenciar de manera grafica la
validez del modelo propuesto en este trabajo de investigacion
teniendo en cuenta el efecto del espesor de la viga. En la
seccidn anterior se evidencié que las probetas A12, A7, A5,
B9 Y B12 poseen una tendencia cercana entre puntos, sin
embargo, solo representan el 22% de las probetas graficadas
(en total 22 probetas), estas 5 probetas no superan la mitad de

las probetas que se ajustan al modelo analitico.

Este trabajo de investigacion establecio un modelo analitico
de flexidn a tres puntos incluyendo el espesor de la viga en
términos de las funciones elipticas de Jacobi a diferencia de
los autores mencionados en la seccion de antecedentes. Tener
en cuenta esta variable permite aproximar mejor la forma de

la curva deformada de la viga para mejorar el disefio de
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elementos estructurales que se someten a grandes

deflexiones.

Mediante la realizacion de los célculos para las coordenadas
de la curva base, se observé que el espesor trabajado en este
proyecto conduce a un momento de flexion ain muy pequefio

que podria ser casi despreciable.

Es de importancia tratar que los autores mencionados en la
seccion de antecedentes no realizaron un disefio experimental
para la obtencion de la deflexion de la viga en el caso de
grandes deflexiones. Este disefio facilitd conocer los factores

influyentes en el ensayo a flexion de tres puntos.
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6 CONCLUSIONES

En este trabajo de investigacion se ha tenido una discusion

sobre la influencia del espesor en el comportamiento a

flexion de vigas simétricas elasticas sujetas a grandes

deflexiones, los principales resultados obtenidos son los

siguientes:

La solucion para la deflexion de la viga teniendo en
cuenta el espesor ha sido expresada en términos de
las funciones elipticas de Jacobi, que tienen una
ventaja sobre la solucion expresada en integrales
elipticas debido a que estan definidas para cualquiera
valor de argumento y también, estan conectadas por
simples relaciones de suma y poseen reglas
derivativas simples. Esta solucion fue expresada en
las Ec.  (47)y Ec. (48) y graficaron con ayuda del
software MATLAB para cada probeta.

El problema a solucionar tuvo en cuenta el espesor,
lo que evidencia la aparicibn de un momento de

flexion en los apoyos de la viga pero, la solucién
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sigue siendo de fuerza dominante pues este momento
es muy pequefio.

El anélisis estadistico del disefio experimental
permiti6 determinar que el espesor es un factor
influyente en el comportamiento a flexion de vigas
simétricas elasticas sometidas a flexion de tres
puntos.

La validacion grafica del modelo analitico arrojo que
solo el 22% de las probetas ensayadas se ajustan de
manera aceptable a los puntos de la deformacion
obtenida mediante las fotografias con el software
Tracker, por lo tanto, se recomienda ajustar el
modelo analitico para una investigacion futura. La
solucién de dicho modelo es compleja dada a que se
tienen que resolver simultaneamente dos casos no
lineales de la ecuacion diferencial: fuerza y momento
dominantes.

Cabe mencionar que el ensayo a flexion se realizo
mediante un montaje experimental de un tablero
rotulado y pesas calibradas pues debido al bajo

espesor de las probetas la maquina de ensayos
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universal disponible en la universidad Auténoma de

Manizales no generd carga inicial.
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7  RECOMENDACIONES

El modelo adaptado de Batista [9] debe ser modificado para
dar respuesta general a los casos de fuerza dominante y
momento dominante simultdneamente. Situacion que requiere
fuerte trabajo en el modelado debido a la no linealidad de las
soluciones. Este trabajo es necesario para ajustar el modelo a
los datos experimentales dadas dos situaciones importantes: i.
El dominio de la solucion en el intervalo [0,1] y la obtencién
de deflexiones negativas en algunos casos atipicos. Se
recomienda seguir con el proceso de modelizacion analitica
de este problema. Es necesario ademas hacer evaluaciones de
la solucién en otros tipos de materiales cuyas ecuaciones de
relacion constitutiva pueden ser significativamente diferentes

y de mayor complejidad a las estudiadas en este trabajo.
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9 ANEXOS

ANEXO A. PROPIEDADES DEL MATERIAL
VEROBLUE

TYPICAL PHYSICAL PROPERTIES

TEST METHOD ENGL METRIC
Color/Appearance Wisual Pale Blue Fale Blue
Tensile Strength ASTM DE38 7.975 psi 55 MPa
Elongation at Break ASTM DEag 16% - 26% 159 - 25%
Modulus of Elasticity ASTM DE38 362,500 psi 2,500 MPa
Flexural Strength ASTM D790 9,450 psi B5 MPa
Flexural Modulus ASTM D790 316,000 psi 2,200 MPa
Izod Notched Impact ASTM D256 0.47 ft-lisfin 25 Jim
Shore D Hardness - 850 85D
Heat Deflection Temperature ASTM DE48 @ 264 psi 118°F 48°C
@ 66 psi 118°F 4B8°C
The information presented represents typical values intended for and only It showld not be used for design specifications or quality control

jpurposss. End-use material performance can be impacted (+-) by, but not limited to, part design, end-use conditions, test conditions, color etc. Actual values will vary with
build conditions. Product specifications are subject fo change without notics.

The performance charactaristics of these materials may vary to icati or end use. Each usser is responsibie for determining that the
material is safe, lawful, and technically suitshie for the intended application. Stratasys makes no wamanties of any kind, express or impied, including, but not imited to, the
warranties of merchantability, fitness for a particular use, or warranty against patent infringement.
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ANEXO B. CODIGO EN MATLAB PARA CALCULO
DE FUNCIONES ELIPTICAS DE JACOBI Y
GRAFICAS DEL MODELO ANALITICO

Para el calculo de las funciones elipticas de Jacobi y las graficas
del modelo analitico se crearon 2 ficheros con la extension .m en el
software  MATLAB (Prueba Jacobi_3.m/Calc_Hiper.m) y se

utilizé un fichero de acceso publico (elliptic12.m).

Prueba_Jacobi_3.m:

%% Cdébdigo para la solucidén de funciones
hiperbdélicas de Jacobi

clc; close all; clear all;

%% Se cargan los datos desde un archivo de excel
previamente establecido en

% la misma carpeta de los cdédigos
10=x1lsread('datos para trabajar tesis final
v2','DESDE FILA 8','E8:E31');
alpha=xlsread('datos para trabajar tesis final
v2','DESDE FILA 8','K8:K31');

kO=xlsread('datos para trabajar tesis final
v2', 'DESDE FILA 8','W8:W31');

w=xlsread('datos para trabajar tesis final

v2', 'DESDE FILA 8','X8:X31");

k=x1lsread('datos para trabajar tesis final
v2','DESDE FILA 8', 'AA8:AA31");
delta=xlsread('datos para trabajar tesis final
v2','DESDE FILA 8','J8:J31")*10"-3; % Deflexidn
[m]
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0:0.1:1; % Variacién de s

probetas
for i=1:1length (k)
for j=1l:1length(s)

%% Calculo para cada uno de los s y para las 5

le s(j,1),n s(j,1),x s(J,1),y s(J,1),22(],1),CN(]
)]

(1) ,E(3,1),K(3,1

Calc Hiper(k(i),s(J),w(i),k0(i),10(i),alpha(i),de

'A10', "A3:B29

'A3:B33")
'"A3:B32")
'A3:B41")
'"A3:B27")
'A3:B29');
'"A3:B27")
'"A3:B17")
"A3:B27")

’
|l

);

'"All1','A3:B28");
'"Al2','A3:B23");
Bl', 'A3:B22'");

'A3:B23"'");
'A3:B19"'");
'A3:B22"'");
) .
)
)

’

'A3:B30"
'A3:B22"

'A3:B24"');
'A3:B24");

’

'B10','A3:B19");
'B11','A3:B20");
'B12',"'A3:B23");

lta(i));
end

end

[Al]=xlsread('Graficas EXP (1)','Al'",
[A3]=xlsread('Graficas EXP (1)','A3'",
[Ad]=x1lsread('Graficas EXP (1)','Ad'",
[AS5]=xlsread('Graficas EXP (1)','A5'",
[A6]=x1lsread('Graficas EXP (1)','A6'",
[A7]=xlsread('Graficas EXP (1)','A7',
[A8]=xlsread('Graficas EXP (1)','A8'",
[A9]=xlsread('Graficas EXP (1)','A9'",
[Al0]=x1sread('Graficas EXP (1)"',
[All]=x1sread('Graficas EXP (1)"',
[Al2]=x1sread('Graficas EXP (1)"',
[Bl]=xlsread('Graficas EXP (1)',"
[B3]=xlsread('Graficas EXP (1)','B3',
[B4]=x1lsread('Graficas EXP (1)','B4',
[BS]=xlsread('Graficas EXP (1)','B5'",
[B6]=x1sread('Graficas EXP (1)','B6',
[B7]=x1lsread('Graficas EXP (1)','B7'",
[B8]=xlsread('Graficas EXP (1)','B8",
[B9]=xlsread('Graficas EXP (1)','B9',
[B10]=x1lsread('Graficas EXP (1)"',
[Bll]=xlsread('Graficas EXP (1)"',
[Bl2]=x1lsread('Graficas EXP (1)"',

%% Conexidn con excel para exportar los datos

$ xlswrite('Tablas', tablal, 'Tabla
$ xlswrite('Tablas', tabla?2, 'Tabla
% xlswrite('Tablas', tabla3, 'Tabla
$ xlswrite('Tablas', tabla4, 'Tabla

1

")
")
")
")

’

; %B3
; SAS8
; SAl
; $B4
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$ xlswrite('Tablas', tablab, 'Tabla 5'); %B1

$ xlswrite ('Tablas',tablao, 'Tabla 6'); %A4

$ xlswrite('Tablas',tabla7, 'Tabla 7'"); %All

$ xlswrite('Tablas',tabla8, 'Tabla 8'); %B8

$ xlswrite ('Tablas',tabla9, 'Tabla 9'); %A3

$ xlswrite('Tablas',tablallO, 'Tabla 10'"); %A9
% xlswrite('Tablas',tablall, 'Tabla 11'"); $%A7
$ xlswrite('Tablas',tablal2, 'Tabla 12'"); %AS5
$ xlswrite('Tablas',tablal3, 'Tabla 13'); %Bo6
% xlswrite('Tablas',tablald, 'Tabla 14'"); %B7
$ xlswrite('Tablas',tablalb, 'Tabla 15'); %B9
$ xlswrite('Tablas', tablal6, 'Tabla 16'"); %B10
% xlswrite('Tablas',tablal7, 'Tabla 17'"); $%A6
% xlswrite('Tablas',tablal8, 'Tabla 18'); %Bl1l
% xlswrite('Tablas',tablal9, 'Tabla 19'),; $%A2
% xlswrite('Tablas',tabla?0, 'Tabla 20'"); %BS5
% xlswrite('Tablas',tabla2l, 'Tabla 21'"); %B1l2
% xlswrite('Tablas',tabla22, 'Tabla 22'); $%B2
% xlswrite('Tablas',tabla23, 'Tabla 23'"); %Al10
% xlswrite('Tablas',tabla24, 'Tabla 24'"); $%Al2
%% Pasar x e y a mm para las graficas

X s=x_s*10"3;

y_s=y s*1073;

%% Grafica de los resultados

%% Figura 1

$ A8 Al A3

$ 2 3 9 10 17 24

figure (1)

plot(x_s(:,2),y_s(:,2),'-b")

hold on

plot(x_s(:,3),y_s(:,3),'-g")

plot(x_s(:,9),y s(:,9),'-r")

plot (A8 (:,1),A8(:,2),'ob")
plot(Al(:ll)lAl(:IZ)l'Og')

plot (A3 (:,1),A3(:,2),"'or")

xlabel ('x s [mm]")
ylabel('y s [mm]")
title('Figura 1")
legend ('A8','"A1"',"A3","A8*", "TA1*", TA3*")
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print ('Figura 1 con delta.pdf','-dpdf')

o°

% Figura 2

% A9 A6 Al2

6 7 11 12 19 23

figure (2)

plot(x s (:,10),y s(:,10),"'-k")

hold on

plot(x s(:,17),y s(:,17),"'-m")

plot(x s (:,24),y s(:,24),"'-c")

plot (A9 (:,1),A9(:,2),"'ok")

plot (A6 (:,1),A6(:,2), " 'om")

plot (A12(:,1),Al2(:,2),'oc")
xlabel('x s [mm]")

ylabel('y s [mm]")

title('Figura 2'")

legend ('A9', 'AG"',"A12", "AO* "', "AG* ", "AL12* ")
print ('Figura 2 con delta.pdf','-dpdf')

o

o

Figura 3
% A4 A1l A7

figure (3)

plot(x s(:,6),y s(:,6),"'-b")
hold on
plOt<X_S<:r7)ry_S<:r7)r '-g")
plot(x s(:,11),y s(:,11),"'-x")
plot (R4 (:,1),A4(:,2),"'ob")
plot (A11(:,1),A1l1(:,2),'og")
plot (A7 (:,1),A7(:,2),"'or")
xlabel ('x s [mm]")
ylabel('y s [mm]")
title('Figura 3'")

legend ('A4"', "A11', "AT7", "TA4A*T  VALLXT, TATRY)
print ('Figura 3 con delta.pdf','-dpdf')

mm
mm

% Figura 4
% A5 A2 AlOQ
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figure (4)

plot(x_s(:,12),y s(:,12),"'-k")
hold on

plot(x_s(:,23),y s(:,23),"'-c")
plot (A5(:,1),A5(:,2),"'ok")
plot (A10(:,1),A10(:,2),'oc")
xlabel('x s [mm]")

ylabel('y s [mm]")
title('Figura 4"')

legend ('A5'", "A10", "AS5*", "A10*")
print ('Figura 4 con delta.pdf','-dpdf')

o

Figura 5

% B4 B8 B6

4 8 13 15 18 22

figure (5)

plot(x_s(:,4),y s(:,4),'-b")
hold on

o

ylabel('y s [mm
title('Figura 5

plOt(X_S<118)ry_s('18)r '-g")
plot(x s(:,13),y s(:,13),"'-r")
plot (B4 (:,1),B4(:,2),'ob")
plot (B8 (:,1),B8(:,2),'og")
plot(B6(:,1),B6(:,2),'or")
xlabel ('x s [mm]")

")

legend('B4','B8','B6',"B4*"',"B8*"', "B6*")
print ('Figura 5 con delta.pdf','-dpdf')

% Figura 6

$ B9 B1l1l B2

figure (6)

plot(x s(:,15),y s(:,15),"'-k")
hold on

plot(x s(:,18),y s(:,18),"'-m")
plot (B9 (:,1),B9(:,2), " 'ok")
plot(B11¢(:,1),B11(:,2), " 'om")
xlabel ('x s [mm]")
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ylabel('y s [mm]")

title('Figura 6'")

legend ('B9', 'B11"', "BO9*"', 'B11*")

print ('Figura 6 con delta.pdf','-dpdf')
% B3 Bl B7

% 1 514 16 20 21

figure (7)

plot(x_s(:,1),y_s(:,1),'-b")

hold on

plot(x s(:,5),y s(:,5),'-g")
plot(x_s(:,14),y s(:,14)
plot (B3 (:,1),B3(:,2),'ob")
plot(B1(:,1),B1l(:,2),'og")
plot (B7(:,1),B7(:,2),'or")
xlabel('x s [mm]")
ylabel('y s [mm]")
title('Figura 7'")
legend('B3','B1', 'B7', 'B3*','B1*','B7*")
print ('Figura 4 con delta.pdf','-dpdf')

% Figura 8

$ B10 B5 B12

figure (8)

plot(x s(:,16),y s(:,16),"'-k")
hold on

plot(x s(:,20),y s(:,20),"'-m")
plot(x s(:,21),y s(:,21),"'-c")
plot (B10(:,1),B10(:,2), 'ok")
plot (B5(:,1),B5(:,2),'om")
plot (B12(:,1),Bl2(:,2),'oc")
xlabel ('x s [mm]")

ylabel('y s [mm]")
title('Figura 8'")

legend('B10', 'B5', 'B12', "B10*", 'B5*", 'B12*")

print ('Figura 8 con delta.pdf','-dpdf')
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Calc_Hiper.m:

function [e _s,n s,x s,y s,22,CN2,E, K] =
Calc Hiper(k,s,w,k0,10,alpha,delta)
$% Calculo de las integrales elipticas de primer
y segundo orden
[E,K]=ellipke (k) ;
[SNC,CNC,DNC]=ellipj (sin(alpha/2) /k,k);
% Calculo de C
if k0<O0

C=1/SNC;
else

C=2*K-1/SNC;
end
%% Calculo de las funciones 7 de Jjacobi
[F1,E1,Z1]=ellipticl2 (w+K, k) ;
[F2,E2,Z2]=ellipticl2 (w.*s+K, k) ;
%% Calculo de las funciones SN, DN, CN de Jacobi
[SN1,CN1,DN1]=ellipj (w+K, k) ;
[SN2,CN2,DN2]=ellipj (w.*s+K, k) ;
%% Solucidén para e y n
e s=((2*E./K)-1) .* (1l-s) + (2./w) .* (21-22);
n s=(-2.*k./w)* (CN1-CN2) ;
%% Solucidén para x e y
x s=10.* (e _s*cos (alpha)+n_s*sin(alpha));
y _s=10.*(-e_s*sin(alpha)+n_s*cos (alpha))-delta;
end
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ellipticl2.m:

function [F,E,Z] = ellipticl2(u,m,tol)

% ELLIPTIC12 evaluates the value of the
Incomplete Elliptic Integrals

$ of the First, Second Kind and Jacobi's Zeta
Function.

o

B [F,E,2] = ELLIPTIC12(U,M,TOL) where U is a
phase in radians, O0<M<1 is

the module and TOL is the tolerance
optional). Default value for

the tolerance is eps = 2.220e-16.

o0 —~ o°

o

% ELLIPTIC12 uses the method of the Arithmetic-
Geometric Mean

o)

% and Descending Landen Transformation
described in [1] Ch. 17.6,

% to determine the value of the Incomplete
Elliptic Integrals

% of the First, Second Kind and Jacobi's Zeta
Function [1], [2].

o

% F(phi,m) = int(1/sgrt(l-m*sin(t)"2),
t=0..phi) ;

% E(phi,m) = int(sqrt(l-m*sin(t)"2),
t=0..phi) ;

% Z(phi,m) = E(u,m) - E(m)/K(m)*F (phi,m).

o\

o\°

Tables generating code ([1], pp. 613-621):
[phi,alphal = meshgrid(0:5:90, 0:2:90);
modulus and phase in degrees
[F,E, 2] = ellipticl2(pi/180*phi,
in(pi/180*alpha).”2); % values of integrals

o° 1 o° o o°

o\

See also ELLIPKE, ELLIPJ, ELLIPTIC12I,
ELLIPTIC3, THETA, AGM.

o\

% References:

161



% [1] M. Abramowitz and I.A. Stegun, "Handbook
f Mathematical Functions",

Dover Publications"™, 1965, Ch. 17.1 -
7.6 (by L.M. Milne-Thomson) .
% [2] D. F. Lawden, "Elliptic Functions and
Applications"
% Springer-Verlag, vol. 80, 1989

O

= oe

% GNU GENERAL PUBLIC LICENSE Version 2, June 1991
http://www.gnu.org/licenses/gpl.html

% Everyone is permitted to copy and distribute
verbatim copies of this

% script under terms and conditions of GNU
GENERAL PUBLIC LICENSE.

o

o

% Copyright (C) 2007 by Moiseev Igor. All rights
reserved.

% 34106, SISSA, via Beirut n. 2-4, Trieste,
Italy

% For support, please reply to
moiseev[at]sissa.it,
moiseev.igor[at]gmail.com

o

% Moiseev Igor,
% 34106, SISSA, via Beirut n. 2-4, Trieste,
Italy

o\

o\

The code is optimized for ordered inputs
produced by the functions

% meshgrid, ndgrid. To obtain maximum performace
(up to 30%) for singleton,

% l-dimensional and random arrays remark call of
the function unique(.)

[

% and edit further code.
if nargin<3, tol = eps; end

if nargin<2, error ('Not enough input
arguments.'); end
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if ~isreal(u) || ~isreal (m)
error ('Input arguments must be real. Use
ELLIPTIC12i for complex arguments.');

end
if length(m)==1, m = m(ones(size(u))); end
if length(u)==1, u = u(ones(size(m))); end

if ~isequal (size(m),size(u)), error('U and M must
be the same size.'); end

F = zeros(size(u));

E =F;

Z = E;

m=m((:)."; % make a row vector

u=u(:).";

if any(m < 0) || any(m > 1), error('M must be in

the range 0 <= M <= 1.'"); end

% check whether we've been asked to evaluate the
integrals for wvalues

% smaller than eps = 2.220446049250313e-16, if so
we suppose it equal zero

m(m<eps) = 0;

I = uint32( find(m ~= 1 & m ~= 0) );
if ~isempty (I)

[mu,J,K] = unique(m(I)); % extracts unique
values from m

K = uint32 (K) ;

mumax = length (mu);

signU = sign(u(I));

[

% pre-allocate space and augment if needed

chunk = 7;
a = zeros (chunk, mumax) ;
c = a;
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—

= ones (1, mumax) ;

= sqgrt (mu) ;

;) = sqgrt(l-mu);

uint32 ( zeros (1,mumax) );

= 1;

while any(abs(c(i,:)) > tol)

% Arithmetic-Geometric Mean of A, B and C
i=1+1;
if 1 > size(a,1l)

4

7 .

— — — ~.

S o Qe o
[

a = [a; zeros (2,mumax)];
b = [b; zeros (2,mumax)];
c = [c; zeros (2,mumax) ];
end
a(i,:) 0.5 * (a(i-1,:) + b(i-1,:));
b(i,:) sgrt(a(i-1,:) .* b(i-1,:));
c(i,:) = 0.5 * (a(i-1,:) - b(i-1,:));
in = uint32( find((abs(c(i,:)) <= tol) &
(abs(c(i-1,:)) > tol)) )
if ~isempty (in)
[mi,ni] = size(in);
n(in) = ones(mi,ni)* (i-1);
end
end
mmax = length(I);
mn = double (max (n));
phin = zeros (l,mmax) ; C = zeros(l,mmax);
Cp = C; e = uint32(C); phin(:) =
signU.*u(I);
i =0; c2 = c.n"2;
while 1 < mn
% Descending Landen Transformation
i=1+ 1;
in = uint32 (find(n(K) > 1i));
if ~isempty (in)
phin (in) =
atan(b(i,K(in))./a(i,K(in)).*tan(phin(in))) +
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pi.*ceil (phin(in)/pi - 0.5) +
phin (in) ;

e(in) = 2.7°(i-1) ;

C(in) = C(in) +
double(e(in(1l))) *c2(i,K(in));

Cp(in)= Cp(in) +
c(i+l,K(in)) .*sin(phin(in));

end
end

Ff = phin ./ (a(mn,K).*double (e)*2);

F(I) = Ff.*signU;

% Incomplete El1l. Int. of the First Kind
Z(I) = Cp.*signU;

% Jacobi Zeta Function
E(I) = (Cp + (1 - 1/2*C) .* Ff).*signU;

% Incomplete E11. Int. of the Second Kind
end

% Special cases: m == {0, 1}

m0 = find(m == 0);

if ~isempty(m0), F(m0) = u(m0); E(m0) = u((m0);
Z(m0) = 0; end

ml = find(m == 1);

uml = abs(u(ml));

if ~isempty(ml),
N = floor( (uml+pi/2)/pi );

M = find(uml < pi/2);

F(ml(M)) = log(tan(pi/4 + u(ml(M))/2));

F(ml (uml >= pi/2)) = Inf.*sign(u(ml (uml >=
pi/2)));

E(ml) = ((-1).”N .* sin(uml) +

2*N) .*sign(u(ml)) ;
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Z(ml) = (-1).”"N .* sin(u(ml));
end
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