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CAPITULO |

EL PROBLEMA

1. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

De acuerdo con lo establecido en los estandares basicos de calidad expedidos por el
MEN, el estudio de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales se realiza en el
conjunto de grado octavo a noveno en el componente pensamiento variacional y
sistemas algebraicos y analiticos MEN (2006). El desarrollo de habilidades para
resolver problemas con sistemas de ecuaciones lineales 2x2 le brinda a los estudiantes
una herramienta de gran importancia para resolver situaciones al interior de las
matematicas y en otras areas como ciencias naturales, ademas, este conocimiento es
fundamental para abordar algunos temas de la educacion superior.

La estrategia metodolégica que habitualmente se utiliza en las instituciones educativas
para el desarrollo de habilidades y conocimientos matematicos, y en particular para la
ensefianza de la resolucion de problemas de sistemas de ecuaciones lineales, es el
conocido método de transferencia, que consiste en la resolucion de un conjunto de
problemas por parte de los docentes y luego pedir a los estudiantes que resuelvan
problemas similares.

Los errores que cometen los estudiantes al resolver problemas de sistemas de
ecuaciones lineales, utilizando el método de transferencia son de diferentes clases y

originados por diversas causas, Segura (2004) afirma:
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“Las dificultades en el aprendizaje de sistemas de ecuaciones tienen origenes
diversos. Unos estan ligados a la complejidad matematica de los elementos
basicos que se utilizan en la adquisicion del objeto sistemas de ecuaciones
lineales (numeros reales, funcion afin, ambos en via de construccién) otros al
concepto de sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto solucién, y otros

mas a la ruptura entre el pensamiento aritmético y el algebraico”’.

Algunas investigaciones sefalan que las mayores dificultades de los estudiantes
cuando resuelven estos problemas, se presentan cuando tratan de construir a partir
del enunciado un modelo adecuado del problema. Es asi como se encontré6 en un
experimento, que un porcentaje grande de alumnos de secundaria de la muestra fue
capaz de resolver un sistema de dos ecuaciones lineales una vez planteado, San José,
Valenzuela, Fortes, Solaz-Portoles (2007).

En el proceso de traduccion del lenguaje natural al lenguaje algebraico, lo que en
términos de Duval (1999), se conoce como conversion de registro semioticos, se han
identificado algunos errores como los encontrado por Filloy, Puing, Rojano (2008) en
donde se atribuyen las respuestas espontaneas que los estudiantes dan en el intento
de representar de forma simbdlica algunos enunciados, a los significados coloquiales
de las palabras que predominan en esas edades, esto inhibe la traduccion al sistema
matematico de signos del algebra a frases formadas por esas palabras.

Ademas de los errores originados en la traduccion del lenguaje natural al algebraico,
o del aritmético al algebraico, también se presentan dificultades que surgen de los
conocimientos con los que cuenta el estudiante para abordar el proceso de resolucion,

lo que Bachellard (1972), denomina obstaculos epistemoldgicos. Segun Kintsch vy
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Greeno (1985) citado por Sanjos€, Solaz-portoles, Valenzuela (2009), Ia
representacion mental construida por un sujeto, depende de la interaccion de su base

de conocimientos con las proposiciones del texto.

En el caso de la resolucién de problemas con sistemas de ecuaciones lineales de 2x2,
la base de conocimientos esta compuesta por el dominio de operaciones en el conjunto
de numeros racionales, el conocimiento de operaciones con expresiones algebraicas
y por supuesto los métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales dos por dos.
Ademas de las dificultades que presentan los estudiantes en la traduccion entre
lenguajes, no se pueden desconocer los errores que tienen que ver con el tratamiento
de operaciones aritméticas. Segun Malisani (1999) los estudiantes presentan
dificultades para usar las operaciones mas elementales en problemas verbales que
involucran ecuaciones o sistemas de ecuaciones.

Una falencia muy frecuente en el proceso de resolucién problemas de ecuaciones
lineales o sistemas de ecuaciones lineales, consiste en que una vez consiguen la
solucion de las ecuaciones, no someten dicha respuesta a un proceso de revision que
permita establecer la consistencia de la respuesta encontrada con las ecuaciones
planteadas, es decir, no hacen lo que Polya (1989) considera como visidon
retrospectiva. Malisani (1999) lo explica de la siguiente manera “De acuerdo con
algunas investigaciones los estudiantes resuelven un sistema de ecuaciones lineales
y no verifican la solucién, es decir hay una completa desarticulacion entre el objeto

sistemas de ecuaciones lineales y su conjunto solucion”.
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Como se puede observar, las dificultades de los estudiantes para desarrollar
habilidades en la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales tienen diversas
causas, las cuales se relacionan con los actores y elementos que intervienen en la
educacion matematica. Es asi, como algunas incorrecciones de los estudiantes tienen
origen en la relacién entre el docente y el saber a ensefiar, otras entre el estudiante y
el saber a aprender y otras entre el docente y el estudiante. No obstante, a las
particularidades de cada una de las relaciones antes mencionadas, estas se articulan
para configurar y darle sentido al acto didactico.

Entre las relaciones del acto didactico, el proceso de enseflanza tiene como actor
principal al docente en relacion con el contenido a ensefiar, en este sentido, el docente
cumple la funcion de mediador entre el saber sabio y el saber a ensefar, a este
proceso Chevellard (1998) lo denomina trasposicion didactica. La ensefianza tiene una
relacion de dependencia con el proceso de aprendizaje, y en este, el estudiante asume
un papel protagonico. Para que se desarrollen procesos de ensefianza eficientes, es
necesario que quien orienta la ensefianza tenga conocimiento de como aprenden los
estudiantes, por esta razon se hace necesario identificar las dificultades que se
presentan en el estudiante que tienen que ver con el desarrollo cognitivo y las que se
originan en la naturaleza del conocimiento a aprender.

Dado que los procesos cognitivos en la mayoria de los casos tienen que ver con
condiciones que no son faciles de manipular, la atencidén de este trabajo esta centrada
en el saber a ensefiar, en el caso particular de la resolucién de problemas verbales de
sistemas de ecuaciones lineales 2x2, se pretende establecer las situaciones que

impiden el aprendizaje de este contenido y las caracteristicas que estas presentan.
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Lo anterior conlleva a plantear las siguientes preguntas:
¢, Cuales son las dificultades que se presentan en el aprendizaje de la resolucién de

problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2?

¢ COomo se caracterizan las dificultades de los estudiantes en la resolucion problemas

verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2?

2. JUSTIFICACION

El mundo actual demanda permanentes desarrollos en ciencia y tecnologia, no solo
para interactuar en una sociedad globalizada y competitiva, sino también para superar
muchos desafios que se le presentan a la humanidad en sectores como la industria, la
salud, las comunicaciones, las actividades en el hogar, etc. Para lograr este propdésito,
es necesario hacer esfuerzos importantes para que las nuevas generaciones sean
educadas desde temprana edad en las disciplinas que permitan el desarrollo de la
cienciay latecnologia, como humanidades, ciencias naturales y matematicas, es decir,
la escuela ha de ser un espacio donde los estudiantes acceden a conocimientos
cientificos y desarrollan habilidades en este campo de conocimiento.

Nuestro pais tiene un desarrollo bastante escaso tanto en ciencia como en tecnologia,
lo cual se evidencia en el reducido nimero de patentes que se registran cada afio. El
panorama es preocupante, toda vez que la educacién, que es el pilar para el desarrollo
de estos dos componentes, presenta niveles muy bajos de calidad. como se observa
en los informes de resultados de pruebas internacionales como las pruebas PISA

2006 y 2009, ICFES (2007; 2010) y las TIMSS 2007 ICFES (2008). Las pruebas
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SABER 32, 5% 92 y 112 aplicadas por el ICFES muestran que la mayoria de los
estudiantes no alcanzan el nivel satisfactorio, ICFES (2012) Esta deficiencia, en
especial la que presentan los estudiantes en conocimientos y habilidades matematicas
afecta la adecuada formacién en pensamiento matematico, y como lo plantea

Rodriguez (2011) dificulta la comprension de conocimientos y habilidades cientificas.

El desarrollo cientifico y los avances tecnoldgicos estan supeditados en gran medida
a la calidad de educacion que reciben los nifios y jovenes colombianos, en especial en
areas como matematicas y ciencias naturales.

Es perentorio adelantar procesos eficientes de ensefianza y de aprendizaje que
aseguren el desarrollo de habilidades cientificas y matematicas. En el caso de las
matematicas urge darle una atencion especial al desarrollo las competencias
algebraicas, las cuales juegan un papel fundamental en la comprensién y aplicacion
del concepto de variable que tanto se utiliza en cienciay tecnologia, como se puede
evidenciar en un estudio realizado por Escalante (2012) con estudiantes universitarios.
Para hacer una intervencion desde la didactica, en procesos de ensefianza que
aseguren el aprendizaje de la resolucion de problemas con sistemas de ecuaciones
lineales con dos variables, es necesario indagar acerca de las habilidades que los
estudiantes deben desarrollar, los conocimientos que deben dominar, pero ante todo
se debe tener muy presente, hacer un andlisis profundo y detallado de los errores que
se cometen cuando los estudiantes tratan de resolver este tipo de problemas. Estos
errores no aparecen de manera arbitraria, responden a una serie de situaciones de las

cuales los estudiantes no son conscientes, como la utilizacion de conocimientos que
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son Utiles en aritmética pero no en el algebra. Los errores tienen unos origenes, unas
causas, que deben conocerse, explicarlas, comprenderlas e intervenirlas.

Los resultados de la investigacion de las causas que originan los errores en la
resolucién de sistemas de ecuaciones lineales con dos variables, contribuyen a
enriquecer los elementos tedricos de la didactica de la matematica, especificamente
en lo relacionado con las competencias algebraicas. Estas construcciones teéricas
tienen mucha importancia en la formacion de los docentes en formaciéon y en la
cualificacion de los docentes en ejercicio, es decir, son un elemento fundamental para
mejorar la enseflanza, lo cual garantiza procesos de aprendizaje eficientes.

Los estudios de investigacion de mayor reconocimiento acerca de la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales han sido realizados en el contexto internacional, en
especial en Europa, Pifarre y Sanuy (2001);San Joseé et al (2009) y Norteamérica. En
latino América hay registros de investigaciones en argentina, Caronia (2009) y México
principalmente. En el caso de Colombia son muy escasas y poco conocidas
investigaciones que tengan como objeto de estudio central este contenido como la
realizada por Garcés (2009).

Para atender a los desarrollos didacticos que respondan a las necesidades de nuestro
pais, es fundamental tener en cuenta la condicion multicultural y plurietnica con que
contamos. Por tal razén, los trabajos de investigacion que se adelantan en la
actualidad no se pueden concentrar Unicamente en la poblacién mayoritaria, es muy
importante la realizacion de estudios en el contexto de los afrodescendientes y de la

poblacién indigena.
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Por lo anterior, este estudio se adelantara en el contexto educativo afrodescendiente,
con el proposito de dar inicio a la realizacion de investigaciones que den cuenta de
procesos de aprendizaje y de ensefianza en este contexto cultural. Ademas se trata
plantear tematicas de investigacion diferentes a la musica, la danza o la historia,
tematicas desde las cuales, tradicionalmente se asumen los trabajos de investigacion
de esta comunidad.

Si bien este trabajo no tiene el propésito de establecer puntos en comun y diferencias
entre el proceso de resolucion de ecuaciones lineales que realizan estudiantes
afrodescendientes con estudiantes de otros contextos poblacionales, tiene la intencion
de convertirse en un buen referente para futuras investigaciones que aborden el
desarrollo de competencias algebraicas en esta minoria étnica.

La etnoeducacion, cuyo desarrollo ha estado impulsado en esencia desde el ambito
de lo pedagodgico, mas que en el didactico, pocas veces se ha ocupado de indagar
sobre las dificultades en el aprendizaje y en la ensefianza. Por esta razdn, la discusion
se ha centrado en el tipo de hombre que se pretende formar, El estudio de las
dificultades que se presentan los estudiantes en la resolucion problemas verbales de
sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, apunta de manera directa al
ambito de lo didactico, lo que hace de este trabajo una oportunidad para iniciar a
elaborar referentes tedricos propios que expliquen las dificultades tanto de ensefianza
como de aprendizaje en esta poblacion en particular.

La necesidad de mejorar los procesos de ensefianza y aprendizaje de la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales con dos variables, el aporte teérico para la

comprensioén de las dificultades del tema objeto de estudio, la valiosa contribucién al
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desarrollo de la etnoeducacion en el &rea de matematicas y la posibilidad de confrontar
los resultados de esta investigacion con otras similares, son razones validas para

adelantar el presente trabajo de investigacion.

3. OBJETIVOS
1. Identificar las dificultades que presentan los estudiantes cuando resuelven

problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2.

2. Establecer las caracteristicas de las dificultades de los estudiantes en la
resolucion de problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2.

CAPITULO I

MARCO TEORICO

1. ANTECEDENTES

Las habilidades algebraicas de los estudiantes han sido centro de atencion de algunos
investigadores. En el caso particular del objeto sistema de ecuaciones lineales,
algunos investigadores han adelantado importantes investigaciones, cuyos resultados
han contribuido a una mejor comprension de los errores que cometen los estudiantes
en el proceso de aprendizaje de este conocimiento matematico.

Entre las investigaciones mas relevantes acerca de los sistemas de ecuaciones
lineales tenemos.

San José; Solaz-Portoles, Valenzuela, (2009) en “Transferencia inter-dominios en

resolucion de problemas: una propuesta instruccional basada en el proceso de
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traduccion algebraica”, presentan un trabajo que hacen tratamiento a la resolucién de
problemas verbales.

En este trabajo de investigacion, se hace un estudio acerca de las dificultades que
tienen los estudiantes de secundaria para resolver problemas algebraicos con
enunciados. El centro de atencion es el proceso de traduccion algebraica, lo cual
constituye un aspecto fundamental para resolver problemas en ciencias y
matematicas puesto que a partir de este, se llega a una comprension de los problemas
con enunciados lo que implica que construyan representaciones mentales en
diferentes niveles de abstraccion, haciendo la transicion entre la representacion

concreta y la representacion matematica.

El objeto matematico a partir del cual se desarrolla el trabajo de investigacion son los
sistemas de ecuaciones lineales 2x2, en particular el planteamiento de las ecuaciones
a partir de un enunciado verbal.

La poblacion objeto de estudio estd conformada por estudiantes de dos centros
educativos de una zona industrializada de nivel sociocultural medio. De esta poblacion
se tom6 una muestra elegida por su disponibilidad sin muestreo aleatorio de 92
estudiantes de 4° ESO y de 1° de bachillerato de clase de ciencias naturales, el nivel
de rendimiento de los estudiantes objeto de estudio se encuentra en bajo, medio y
bueno.

La muestra se distribuyé en dos grupos de tratamiento, uno control en el cual se
desarrolla una metodologia tradicional de traduccién sin una instruccion acerca de

coémo plantear las ecuaciones y un grupo experimental, con el cual se desarrollan
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actividades para que se apropien y utilicen una regla para poner un problema de
enunciado verbal en ecuaciones Puig (1998). Es decir se ensefia explicitamente a los
estudiantes el proceso de traduccién del lenguaje natural al algebraico.

Se plantea una hipétesis principal en el sentido de que la metodologia experimental
mejora significativamente la pericia de los estudiantes a la hora de plantear problemas
de temas nuevos en comparacion con la metodologia de control.

El estudio se aborda desde la teoria de la representacion mental para resolver
problemas, para lo cual los autores citan a Gil y Martinez torregosa (1983)

El experimento se desarrollo en tres fases pretest, tratamiento y transfer (postest) en
las cuales los dos grupos de tratamiento deben realizar basicamente dos actividades
agrupar problemas a partir de sus enunciados de acuerdo con su estructura y de
acuerdo con su superficie y escribir ecuaciones a partir de enunciados. Los criterios
gue se tuvieron para la agrupacién de problemas correcta o incorrecta y para el
planteamiento de ecuaciones es erroneo (ambas ecuaciones incorrectas, o una es
correcta y la otra tiene mas de un error), parcialmente correcta (una ecuacion correcta
y la otra tiene un solo error) y totalmente correctos (sin errores).

Los resultados del trabajo confirman la hipétesis principal, tras la instruccion, el grupo
experimental supera significativamente al grupo control en la construccion de las
representaciones algebraicas de los problemas, lo cual apoya el trabajo de Bassok y
Holyoak (1989): se requieren disefios de instruccion basados en reglas generalizadas
para el transfer interdominio.

En el estudio “Ensefianza de las ecuaciones lineales en contexto” realizado por
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Galagovsky, Cittadini, (2008) se presenta una propuesta did4ctica innovadora para la
ensefianza de los sistemas de ecuaciones lineales, enmarcadas en el contexto del
proceso aprendizaje de algunas leyes de la economia. La poblacion objeto de este
estudio son estudiantes recién egresados de secundaria que cursaban la primera
asignatura de matematicas de las carreras de nivel universitario de marketing y
comercializacion de la escuela argentina de negocios (EAN).

Desde la teoria de las situaciones didacticas de Brousseau, se aborda el estudio con
el proposito de organizar una propuesta de situaciones didacticas que fuera un
escenario apropiado para le articulacion entre los contenidos matematicos puros sobre
ecuaciones lineales y su aplicacion en el contexto de oferta y demanda, y el punto de
equilibrio entre precios y beneficios.

El estudio se desarroll6 a través de una propuesta didactica compuesta por nueve
actividades secuenciales, que involucran nueve problemas basados en una historia
sobre un personaje que quiere montar un negocio casero de confeccion de pantalones.
Cada actividad fue resuelta en un primer momento de forma individual, luego de unos
minutos de trabajo individual, los estudiantes son organizados en pequefios grupos de
3 o0 cuatro integrantes para que compartan sus respuestas, sus interpretaciones y sus
dudas; finalmente, en una discusion conjunta con toda la clase, se revelan la forma de
abordar el problema, recreando los conflictos cognitivos de cada estudiante, en un
clima donde el error es un pretexto para construir y no para condenar.

Los principales objetivos de la propuesta didactica implementada, estan dirigidos a que
los estudiantes interpreten los distintos parametros que conforman una recta, ya sea

mediante lenguaje grafico o mediante lenguaje algebraico; apliquen las funciones
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lineales como herramientas fundamentales en la resolucién de problemas econémicos
vinculadas a situaciones sencillas que pueden ser comprendidas, ademas se propone
encontrar soluciones a problemas econdémicos otorgando significado generalizable y
rango de aplicabilidad a los parametros matematicos involucrados.

Durante el desarrollo de la propuesta los estudiantes mostraron fallos conceptuales
importantes y obstaculos epistemoldgicos de los que no habian sido conscientes
durante el aprendizaje del tema de ecuaciones lineales en el bachillerato.

La propuesta desarrollada cumple con algunas recomendaciones didacticas como la
interdisciplinaridad pues se articula conocimientos de la economia y de las
matematicas. La integralidad de la propuesta se evidencia en la convergencia de
marcos tedricos provenientes de los conocimientos cientificos, de las concepciones
sobre la naturaleza de las ciencias y sus métodos de trabajo, y derivados de las teorias
didacticas. Un aspecto muy importante es el proposito de la intervencion didactica de
lograr un cambio conceptual desde una teoria constructivista. Otro elemento relevante

es que la sugerencia de generar situaciones didacticas en matematicas.

El desarrollo de las actividades muestra una evaluacion exitosa principalmente en dos
aspectos, el desempefio académico y la actitud hacia los contenidos. En cuanto al
desemperio los estudiantes obtuvieron calificaciones mejores que el promedio de dicho
curso y de afios anteriores con exadmenes estandarizados tradicionales; en el aspecto
actitudinal, contrariamente a lo que ocurre tradicionalmente, ninguno de los
estudiantes se retird del examen final sin contestar las preguntas de este tema, lo que

muestra un mejor nivel de auto confianza.
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En los resultados de la evaluacién de la propuesta no se registran las dificultades que
tuvieron los estudiantes en el desarrollo de las actividades.

Otro trabajo que se ocupa de la forma como los estudiantes realizan procesos
necesarios en la resolucion de problemas verbales es el adelantado por Ruano,
Socas, Paralea.(2008) Analisis y clasificacion de errores cometidos por alumnos de
secundaria en los procesos de sustitucion formal, generalizacion y modelacion en
algebra.

En este trabajo se presenta un estudio con alumnos de educacion secundaria sobre
tres procesos especificos del lenguaje algebraico: la sustitucion formal, la
generalizacion y la modelizacion. Se indaga por medio de preguntas y a partir de las
respuestas se clasifican los errores cometidos y se analizan sus posibles origenes.
El marco tedrico desde donde se aborda la investigacion es el descrito en Socas (1997)
en el que se consideran tres ejes no disyuntos que permiten analizar el origen del
error. De acuerdo con lo propuesto por Socas, los errores que cometen los estudiantes
se pueden situar en relacion a tres origenes distintos: Obstaculos, ausencia de sentido,

y actitudes afectivas y emocionales.

Para el desarrollo de la investigacion se le aplicé un cuestionario a 60 estudiantes, dos
grupos de 4° ESO y un grupo de de 1° de bachillerato de la ciudad de La Laguna
(Tenerife), el cuestionario se administré en dos partes, cada uno con relacién a los
procesos de estudio. Los alumnos no habian recibido instruccion previa a la ejecucion

de este cuestionario y no se les pasé ningun tipo de ayuda.
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Para el analisis de la informacion se utilizaron dos procedimientos, la clasificacion de
los errores a partir de criterios y las redes sistémicas. El primero se utilizo, para
caracterizar los errores con base a criterios de clasificacion como el tipo de error
cometido, los cédigos de los alumnos, el item en el que han fallado y el nUmero total
de errores de cada tipo. El andlisis de preguntas abiertas se hizo a través de redes
sistémicas utilizando los parametros fijados por Bliss, Monk y Ogborn (1983), con
algunas modificaciones para ajustarlas al propésito del estudio.

Los resultados de la investigacion, muestran que en general los errores dependen de
los contenidos de las tareas presentadas y del proceso. Sin embargo, hay errores
como la necesidad de clausura, la particularizacion de expresiones, el uso incorrecto
de paréntesis y la confusion de la multiplicacion con la potencia, que persisten
independientemente del proceso que se utilice. Una gran cantidad de errores
encontrados en el estudio corresponden a la ausencia de sentido, los cuales en
muchas ocasiones estan relacionados con cuestiones que han quedado sin resolver
en la aritmética.

Las metodologias utilizadas en este estudio para recoger la informacion se pueden
adaptar a muchos estudios que indagan por los errores cometidos por los estudiantes
en algebra. Los cuestionarios permiten identificar los errores pero no siempre a partir
de ellos se puede establecer el origen del error, por esta razén la utilizacién de
preguntas abiertas, las cuales se analizaron a través de redes sistémicas permiten con
mayor precision establecer la génesis de los errores. El desarrollo metodolégico de

esta investigacion hace un aporte muy importante al estudio que pretendo realizar
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debido a que muestra de forma clara como la informacién recogida a través de
cuestionarios se complementa y valida con la recogida a través de preguntas abiertas.
La investigacion “Un analisis desde la didactica de las mateméticas de algunos errores
en el algebra” de Caronia, Zoppi, Polasek, Rivero, Operuk (2008).

Este trabajo es una investigacion enmarcada en los paradigmas descriptivos,
interpretativos y reflexivos. Busca analizar el estado de los conocimientos matematicos
en el ingreso y posteriormente en la culminacion del primer afio de cada carrera,
ademas pretende describir e interpretar la transformacion que sufren esos
conocimientos.

En el marco tedrico hace referencia a algunas teorias contemporaneas de la
enseflanza y del aprendizaje, Brousseau (1998-1999) entre otros, las cuales
reconocen la existencia de obstaculos, son el referente tedrico desde donde se aborda
la investigacion, a partir de estas teorias, las investigadoras se cuestionan acerca de
aspectos como los errores mas frecuentes, sus caracteristicas, las consistencias en
los procesos de pensamiento que revelan y sus regularidades.

La metodologia para la recoleccion de informacién se desarrolldo a través de dos
examenes, el primero aplicado al inicio del primer curso de educacion superior y el otro
aplicado al finalizar dicho curso. Los contenidos evaluados tanto en el primer examen
como en el segundo corresponden a tres temas tratados en la educacion basica
secundaria, ecuaciones, expresiones algebraicas y algunos contenidos de aritmética.
Para el andlisis de los errores cometidos por los estudiantes, tomaron como referencia
las investigaciones de autores como Kieran (1989); Berté(1999); Paniza, Sadovsky y

Sesa (1997); Egler y otros (2004) con el fin de cotejar si lo encontrado por estos
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investigadores es similar a lo que ocurre con la poblacién del estudio. De los resultados
de los exdmenes aplicados y con base a la tipificacion de errores establecidos por los
autores referenciados, el equipo investigador realizé una nueva clasificacion.

En la categorizacion de errores que se hace desde esta investigacion no se incluyen
categorias nuevas, lo que se hace basicamente es darle otra denominacién a algunos
tipos de errores ya encontrados y definidos en otros trabajos. La clasificacion definida
en esta investigacién, esta compuesta por ocho tipos de errores, entre los cuales se
identifican los siguientes: la aplicacion de propiedades; los manejos operatorios; el
orden en que se efectian las operaciones; la forma de ver el signo igual; El significado
gue le atribuyen a las letras; la no aceptacion de la falta de cierre; la posibilidad de
control de sus resultados; la dificultad en la lectura y comprension de enunciados.

En el analisis de la informacion de este trabajo se observa que algunos errores como
la dificultad en la lectura, el manejo operatorio y el orden en que se efectdan las
operaciones se presentan en todos los temas tratados. La dificultad en la lectura se
presenta en todos los temas con una frecuencia de 100%; el manejo operatorio tiene
un comportamiento similar en todos los temas tratados, cuando se aborda expresiones
algebraicas presenta una frecuencia del 90%, en temas de aritmética 85% y cuando
se trata el tema de ecuaciones se presenta en un 80%.

Entre los errores clasificados se observa que algunos tienen una relacién bastante
estrecha con un determinado tema. Es asi como el control de resultados que tiene
una frecuencia de ocurrencia del 100% en ecuaciones, no se presenta en ninguno de

los otros temas; La no aceptacion de la falta de cierre, aunque con una frecuencia baja
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(10%), es un error exclusivo del trabajo con expresiones algebraicas; de igual manera,
la forma de ver el signo igual solo se presenta cuando se tratan temas de aritmética.
Este estudio muestra que algunos errores no ocurren en determinados temas. Cuando
se trabaja con ecuaciones los estudiantes no cometieron errores relacionados con la
falta de cierre; el orden en que se efectlan las operaciones y la forma de ver el signo
igual son errores que no se presentan en el tema expresiones algebraicas; En el
trabajo con temas de aritmética los estudiantes no cometieron errores relacionados
con aplicaciéon de propiedades, el significado que le atribuyen a las letras, la no
aceptacion de la falta de cierre y el control de resultados.

Un aporte muy valioso de este estainvestigacion es el analisis de la coherencia interna
del pensamiento de los estudiantes; se logra establecer que algunos errores se
vinculan internamente entre si. Se pudo reconocer procesos operatorios que subyacen
en el razonamiento de los estudiantes.

Frente a la persistencia de los errores se encontr6 que en algunos casos estos
persisten, en otros, los estudiantes no contestan ejercicios que anteriormente
respondian bien, algunos estudiantes presentan nuevos errores y otros evolucionaron
en sus procedimientos.

Un aporte importante al estudio sobre la ensefianza de los sistemas de ecuaciones
lineales, es el realizado por Rey, Hernandez, Porcinito (2008) en el trabajo Sistemas
de ecuaciones lineales: secuencia didactica para su ensefianza.

En este trabajo las autoras se apoyan en un aprendizaje constructivo y significativo,
gue adopta la ingenieria didactica como metodologia de la investigacion, busca el

desarrollo de estrategias innovadoras en la ensefianza de las matematicas, en este

Dificultades en la resolucion de problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2
Emiro Borja Palacios
20



marco se elabord una secuencia de problemas, que le permiten al alumno construir los
conceptos referidos a sistemas de ecuaciones lineales, en base a sus conocimientos
previos sobre funcidn lineal, rectas coincidentes, paralelas y oblicuas armando un
nuevo ciclo de la dialéctica instrumento- objeto.

La resolucion de sistemas de ecuaciones es abordada desde una actividad Iudica en
la cual en grupo resuelve los ejercicios que se les presentan al azar y utilizan
diferentes métodos para encontrar las respuestas.

Las conclusiones del trabajo sefialan que las actividades responden a un buen
problema, los enunciados tienen sentido con relacion con conocimientos previos,
ademas el conocimiento evoluciona en niveles crecientes de complejidad a partir de la
variacion de las variables didacticas.

El trabajo de Garcia, Rodriguez (2010) Dificultades que presentan los estudiantes en
torno a los conceptos de algebra elemental. Es un referente importante para el trabajo
de investigacion que se pretende adelantar.

El proposito de este estudio es localizar y describir algunas dificultades presentes en
estudiantes de segundo semestre de preparatoria al cursar la asignatura de
matematicas |l.

El marco referencial de este trabajo lo conforma basicamente una revision a las
diferentes acepciones de lo que se entiende por dificultad. Se hace referencia a
Mateos (2008) quien sefala que el concepto de dificultad ha cambiado con el tiempo.
Retoman a Farham-Diggory (1980) quienes definen dificultad como algo misterioso

y complejo; Brunet (1998) las asocia a un conjunto de perturbaciones que se
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manifiestan en la adquisicion y utilizacién de la competencia comunicativa, en el

razonamiento matematico o en las habilidades sociales.

El concepto de dificultad que se asume en esta investigacion es el presentado por Kas
& Myclebust(1969) quienes expresan que "Dificultad en el aprendizaje es uno o mas
déficit significativos en los procesos de aprendizaje esenciales que requieren técnicas
de educacion especial para la remediacion”.

El desarrollo metodologico del proyecto se realizo por medio de un estudio clinico que
se le aplicé a un grupo de 230 estudiantes de preparatoria, sobre temas de algebra
elemental como ecuaciones lineales, sistemas de ecuaciones lineales, ecuaciones
cuadraticas y algunas ideas de funcion.

El esquema metodoldgico que se siguio estaba compuesto por cuatro partes: llevar
una bithcora de trabajo durante el semestre donde registren las dificultades
encontradas por los estudiantes; revisar y realizar observaciones de las tareas y
examenes parciales del semestre para detectar dificultades; resumir algunas de las
dificultades encontradas; y revisar articulos que permitan fundamentar los reportes que
se obtengan.

Los resultados mas sobresalientes hacen referencia a dificultades como los siguientes:
Operar con los numeros enteros, racionales e irracionales; problemas al resolver
sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas; traduccién del lenguaje comun al
lenguaje algebraico; realizar correctamente los despejes para resolver ecuaciones
cuadréticas; aplicar correctamente los pasos para resolver una ecuacion cuadratica,

por el método de completar cuadrados; resolver una ecuacién cuadratica completa de
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la forma x2 + bx + ¢ = 0 por el método de factorizacion cuando los coeficientes
b y ¢ son nimeros fraccionarios o irracionales; y reconocer ejemplos de funciones
dadas por parejas ordenadas.

Dada la importancia que para la investigacion que se pretende realizar acerca de la
resolucién de problemas con sistemas de ecuaciones lineales con dos incognitas, se
detalla los hallazgos encontrados por los investigadores en este tema.

El estudio muestra que para los estudiantes resolver un sistema de ecuaciones lineales
por el método grafico no es nada facil. Los estudiantes presentan dificultad para
encontrar los valores numéricos del dominio, ademas les cuesta encontrar puntos en
el plano cartesiano. Cuando se trata de resolver problemas que se moldean con
sistemas de ecuaciones lineales, se logra detectar que la principal dificultad es traducir
correctamente el enunciado al lenguaje algebraico.

De acuerdo con lo encontrado, el inconveniente que tienen los estudiantes en la
traduccion del enunciado verbal al lenguaje algebraico cuando resuelven problemas
de sistemas de ecuaciones lineales, se presenta por que no logran detectar las
operaciones que se deben involucrar y la prioridad de las mismas, ademas no
comprenden el significado de las palabras del enunciado que se dan en lenguaje
comun, para encontrar las incognitas y los datos que se dan.

Otro trabajo que nos sirve de antecedente es Una propuesta instruccional para
coadyuvar la introduccién de ecuaciones lineales: el caso de la traduccién del lenguaje

comun al algebraico y viceversa de Rivera, Garcia, Navarro (2010)
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Esta es una propuesta en la cual los investigadores intervienen en el proceso de

ensefianza por medio de una propuesta didactica que tiene propdsito de indagar

acerca de las dificultades que presentan los estudiantes cuando traducen enunciados

del lenguaje comun al algebraico y viceversa, y ademas presenta situaciones que le

permiten a los estudiantes superar los inconvenientes en el proceso de traduccién.

La teoria de situaciones didacticas, es el marco teérico desde donde se aborda la

propuesta y la metodologia utilizada para su desarrollo es la ingenieria didactica. El

esquema metodologico que siguieron es el siguiente

1.

2.

Identificacion de la problematica con base a investigaciones realizadas.
Andlisis epistemologico, didactico y cognitivo de la traduccion del lenguaje
comun al lenguaje algebraico y viceversa.

Disefo de la secuencia didactica tomando como base los puntos anteriores.
Aplicacion de la secuencia, explicitamente la etapa de formulacion de la teoria
de situaciones didacticas.

Entrevistas y explicacion a los compafieros sobre sus soluciones y las razones
gue los llevaron para contestar las preguntas de cierta manera.

Analisis de resultados: se contrastan los analisis obtenidos en la secuencia con

los obtenidos en el andlisis cognitivo.

La propuesta se aplico a través de nueve actividades, de las cuales las ocho primeras

le permiten a los estudiantes interactuar con la Ultima actividad, en la cual deben

mostrar su capacidad traducir un enunciado a una ecuacion algebraica.
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El andlisis de los resultados muestra que la mayoria de los estudiantes no priorizan las
operaciones, le atribuyen significados diferentes a las operaciones, ademas tienen
dificultad para distinguir y operar con términos semejantes. En la etapa de formulacion,
el 30% de los estudiantes contestan que no son capaces de expresar el enunciado
como se pide, el 50% intentan expresarla, aunque ninguno es correcto pero al menos
hay aproximacién a lo que se pedia el otro 20% escriben que si lo pueden expresar

pero sin justificar.

Una minima parte de los estudiantes logro traducir adecuadamente enunciados del
lenguaje comun al lenguaje algebraico, para el caso de la traduccion del lenguaje
algebraico al coman, la traduccion presenta mayores inconvenientes debido a que no
le dan significado a la operacion que figura en la ecuacion, lo que los lleva a proponer
problemas absurdos.

Al comparar las concepciones obtenidas del andlisis cognitivo, respecto de la
propuesta hubo un leve mejoramiento como el reconocimiento del uso parcial de la
incognita, la interpretacion de expresiones algebraicas, y la importancia del manejo de
un lenguaje apropiado tanto coloquial como matematico.

El propésito de la propuesta de coadyuvar a los estudiantes en el proceso de
traduccion del lenguaje comun al lenguaje algebraico y viceversa, no se cumplié
cabalmente, solo una parte de los estudiantes logré transitar del lenguaje comun al
algebraico, en el proceso inverso, se presentaron serias dificultades en la traduccion.
Las serias dificultades que tiene los estudiantes cuando abordan temas de algebra

elemental, la insuficiencia del tiempo para realizar la gran cantidad de actividades, y el
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desinterés de los alumnos cuando trabajan actividades que no repercutiran en su
calificacion, por lo que no razonan sus respuestas y dan las primeras que se les viene
a la mente, son algunos factores que influyeron notablemente para que los resultados
no fueran los esperados.

De acuerdo con las respuestas obtenidas, los investigadores, recomiendan que al
aplicar esta secuencia didactica se debe involucrar mas a los estudiantes para que se
vean mas comprometidos y se despierte el interés de ellos para participar en las
actividades que se realicen con fines investigativos, asi mismo afirman que a pesar de
gue se han realizado varias investigaciones respecto a este tema, las dificultades
siguen persistiendo, en parte por el complejo funcionamiento del sistema didactico que
resulta ser inadecuado.

El trabajo Sistemas de ecuaciones lineales: una secuencia didactica de Segura (2004)
es un referente muy importante debido a que hace aportes muy importantes en relacion
al tratamiento que los estudiantes le dan a la solucion de problemas de ecuaciones
lineales 2x2

La propuesta didactica se aplic6 a 29 estudiantes de 15 afios de tercer afio de
enseflanza media de una escuela privada en Argentina, los estudiantes no habian
tenido acercamiento a los sistemas de ecuaciones lineales y la docente no tenia
conocimientos de didactica de las matematicas. En el estudio se tratan sistemas de
ecuaciones lineales con dos incégnitas, en el campo de los numeros reales, cuya
grafica sean dos rectas (secantes, paralelas coincidentes y paralelas no coincidentes).
Este trabajo centra su atencion el estudio de los sistemas de ecuaciones lineales. A

partir de la construccién y aplicacion de una secuencia didactica se busca facilitar el
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aprendizaje y solucion de sistemas de ecuaciones lineales. En esta secuencia se
presentan situaciones que conjugan un trabajo en diferentes registros de
representacion semiotica y el pasaje entre estos.

El objetivo de este trabajo es disefiar y aplicar una secuencia de ensefianza de calidad
gue vuelva asequible el aprendizaje y solucion de los sistemas de ecuaciones lineales,
con miras a propiciar comportamientos matematicos y cognitivos en los estudiantes,
haciendo que el tratamiento y pasaje de los registros de representacion sea el eje

alrededor del cual gire la construccién de las actividades.

Los desarrollos sobre representacion semidticas de Duval(1999) son el referente
tedrico que fundamenta la propuesta didactica. Desde esta conceptualizacion se tienen
en cuenta aspectos muy importante para facilitar la ensefianza del objeto matematico
sistemas de ecuaciones lineales: la necesidad de evitar la confusion entre el objeto
matematico y sus diferentes registros de representacion semiética; la posibilidad de
permitir la realizacion de las tres actividades cognitivas fundamentales ligadas a la
semiosis como son la formacién de una representacion como imagen de un registro
dado, el tratamiento y la conversion, estas actividades son necesarias para que un
sistema semiodtico pueda ser un registro de representacion.

Otros aspectos importantes que se consideran en la propuesta didactica son la
conceptualizacion de un objeto matematico y las condiciones que deben cumplir las
representaciones semidticas congruentes. Desde la perspectiva tedrica de Duval, la
conceptualizacion implica la coordinacién entre los registros de representacion, por lo

cual, la comprension de los sistemas de ecuaciones lineales reposa en la coordinacion
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de la relacion de al menos dos sistemas de representacion. En cuanto a las
representaciones congruentes de objetos que provienen de sistemas semioticos
diferentes, se han identificado tres condiciones fundamentales: la correspondencia
semantica, el orden y la univocidad semantica terminal.

La metodologia de investigacién utilizada en este trabajo corresponde a la ingenieria
didactica, la cual se caracteriza por su esquema experimental basado en las
realizaciones didacticas en clase y en la validacion interna que se apoya en la

comparacion a priori y a posteriori de la secuencia.

El proceso experimental se desarroll6 en cinco fases: andlisis preliminar, la concepcion
y andlisis a priori de la secuencia de ensefianza, experimentacion, analisis a posteriori,
y la confrontacion entre el andlisis a priori y a posteriori.

En el andlisis preliminar los investigadores reportan resultados de investigaciones en
las cuales se estudian las concepciones de los estudiantes, los docentes y los libros
de textos. Las concepciones de los estudiantes se caracterizan porque estos
identifican la ecuacion con el procedimiento para resolverla; relacionan la solucion con
el resultado escrito a la derecha del signo igual, Panizza, Sadovsky, Sessa (1995),
tienen la concepcion de que la ecuacion es una igualdad numérica y las letras son
nameros a develar; existe una tendencia por el uso del registro algebraico para resolver
ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales, Pérez Donoso (1988), para resolver
problemas que involucran ecuaciones, con frecuencia recurren al pasaje del registro
algebraico al grafico, solo en ocasiones se hace el transito del registro grafico al

algebraico; la Unica forma de ver si una la solucion de una ecuacién es correcta es

Dificultades en la resolucion de problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2
Emiro Borja Palacios
28



volver a realizar el procedimiento; en cuanto a la traduccion del lenguaje natural al
algebraico, lo hacen de manera directa, frase por frase, apoyandose solo lo sintactico
y dejando de lado el aspecto semantico.

En este trabajo se retoman las conclusiones de investigaciones sobre actitudes y
creencias de los docentes que estan marcadas por los esquemas abstractos que
elaboran los docentes para trabajar ecuaciones lineales o que son tomados de libros
de texto; el estatus inframatematico que le dan a la representacién y a la solucion
gréfica de sistemas de ecuaciones lineales (Ramirez 1997); y aproximacion

estructural o algoritmacion de la didactica del algebra.

En lo relacionado a la forma como los libros de texto presentan la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales, los resultados mas relevantes indican que en la
mayoria de los casos priorizan el tratamiento algebraico sobre el verbal y el grafico;
las actividades propuestas corresponden a los pasajes del registro verbal al algebraico
y del algebraico al grafico, en muy pocas se les solicita a los estudiantes que realicen
el pasaje del registro algebraico al verbal o del grafico al algebraico, ni aparece un
items para articular los diferentes registros. Otro aspecto que se observa en los libros
de texto es el que tiene que ver con la verificacion de los resultados de los sistemas
de ecuaciones lineales, la cual se hace en torno a un tratamiento geométrico y no
como raices comunes de dos polinomios.

El analisis epistemoldgico muestra que en la evolucion histérica, el desenvolvimiento
del objeto matematico sistemas de ecuaciones lineales presenta obstaculos en la

simbolizacién, en el campo numérico o en el campo conceptual desde donde se
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aborde. En la simbolizacién, se tiene en cuenta el recorrido desde el algebra retdrica,
luego su paso por el algebra sincopada y finalmente el algebra simbdlica. Los campos
numeéricos de desarrollo de este objeto matematico son los nimeros naturales, los
racionales positivos, los enteros y los reales. Otro aspecto objeto de analisis es el
campo conceptual desde donde se ha abordado este tema, los estudios reconocen
tres tratamientos, el puramente numérico (babilonios y chinos), el algebraico (Diofanto,

Al-Khowarizmi, Viete) y el caracter geométrico (Descartes).

2. FUNDAMENTOS TEORICOS
2.1. Resolucién de problemas
Para iniciar, revisamos los conceptos mas sobresalientes sobre la resolucion de
problemas primero desde una perspectiva muy general de la psicologia cognitiva, en
segundo momento se le dara un tratamiento a este topico en el campo especifico de
las matematicas.
Algunas definiciones tomadas desde la psicologia cognitiva, Simon (1978)
“Una persona se enfrenta a un problema cuando acepta una tarea, pero no sabe
de antemano como realizarla. Aceptar una tarea implica poseer algun criterio
gue pueda aplicarse para determinar cuando se ha terminado la tarea con éxito”
Chi y Glaser, citado pot Varela (2002) proponen “Un problema es una situacion en la

que se intenta alcanzar un objetivo y se hace necesario un medio para conseguirlo”
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Para Varela (2002), resolver un problema es el proceso en el que la situacion incierta
es clarificada implicando siempre la aplicacion de conocimientos por parte del sujeto
que resuelve”

Desde una perspectiva constructivista, la resolucion de problemas depende del area
de conocimiento y de la representacion mental que de este se haga la persona. La
resolucién de problemas es un proceso de reestructuracion en el cual el sujeto debe
ser capaz de crear conocimientos a traves de la relacion de las nuevas informaciones
con las que se enfrenta y los esquemas de conocimientos previos, Varela (2002)
Perspectiva asociacionista se plantea que el proceso de resolucion de problemas
pone énfasis en las conductas fundamentadas en el ensayo error, las jerarquias de
habitos y las cadenas de asociacion. En este marco el aprendizaje se produce después
de haber resuelto una serie de problemas similares.

Diferentes autores han tratado de definir lo que es un problema, entre ellos Krulik y
Rudnik (1980) lo definen como una “situaciéon cuantitativa o no, para la cual los
individuos implicados no conocen medios o caminos evidentes para obtenerla”
Laberrere (1987) citado por Varela (2002) da una definicidn mas relacionada con el
ambito de la educacion “El problema adquiere asi una dimension de actividad de
ensefianza-aprendizaje, tanto de conceptos como de habilidades, y evaluadora no solo
de dicho aprendizaje sino de los propios mecanismos cognitivos puestos en juego por
el educando’.

En cuanto a lo que significa resolver un problema varios autores han hechos aportes

importantes.
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Debney (1971) citado por Varela (2002) dice que el hecho de solucionar un problema
significa pensar creativamente.

La National Council of Supervisor of Mach “la resolucién de problemas es el proceso
de aplicacion de conocimientos adquiridos previamente a una situacion familiar o no”.
Puig (1996) citado por Santos (2008), caracteriza el proceso de resolucion de
problemas como “la actividad mental y manifiesta que desarrolla el resolutor desde el
momento en que presentado, sale un problema, asume que lo que tiene adelante es
un problemay quiere resolverlo hasta que da por acabada /a tarea’.

Lesh y Zawojewski (2007) citado por Santos (2008) Definen la resolucion de
problemas como “el proceso de interpretar una situacion matematicamente, la cual
involucra varios ciclos interactivos de expresar, probar y revisar interpretaciones. Y de
ordenar, integrar, o redefinir grupos de conceptos matematicos desde varios topicos

dentro y mas alla de las matematicas”

Claude (2001) afirma “Cuando hablo de problemas o situaciones problemas, yo no
hablo de ejercicios..., de cosas rutinarias para practicar, si no que hablo de situaciones
donde hay que reflexionar, hay que buscar, donde hay que investigar... donde para
responder hay que investigar mucho”

En este trabajo vamos a considerar que “resolver un problema implica movilizar de
manera creativa conocimientos, habilidades y actitudes para realizar una tarea que

antes no se tenia conocimiento de cémo realizarla”.

2.2. Resolucion de problemas en algebra.
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Diversos investigadores se han ocupado del proceso de resolucion de problemas en
matematicas, de las cuales un buen numero hacen referencia a los problemas del
algebra elemental. Pifarré, Sanuy (2001) sefialan que entre las variables que inciden
en conseguir que los alumnos aprendan a resolver problemas algunas hacen
referencia a la dimensién del aprendizaje y otras a la dimension de la ensefianza.

En lo que tiene que ver con la forma como los estudiantes resuelven problemas, un
gran numero de estudios han mostrado que los buenos resolutores se caracterizan
por disponer de un conjunto de estrategias generales o heuristicas que guian su accion
y que les ayudan a superar las dificultades que van encontrando durante el proceso
de resolucion Pifarre, Sanuy (2001).

Filloy, et al (2008) hace un detallado estudio acerca del proceso de resolucion
algebraico de un problema verbal, en especial del componente de los procesos
cognitivos. En este sentido hace énfasis en aspectos como la cognicion, la resolucion
de problemas, el uso competente y las tendencias cognitivas, el dominio de las tacticas
intermedias y las tendencias cognitivas, la sintaxis y la memoria, el uso competente
del esbozo légico semidtico, el uso pertinente de ciertos estratos intermedios, el
esbozo l6gico matematico, los estratos de SMS utilizados como representacion , el
nivel de representacion y el uso de la memoria, el uso de métodos primitivos y el uso
de la memoria, los cbédigos personales, la resolucion de problemas y la sintaxis, y la
mecanizacion y la practica.

Las incorrecciones de los estudiantes cuando resuelven problemas con ecuaciones

2x2 tienen su origen en diferentes obstaculos que se han construido durante su vida
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escolar. Los estudiantes desde temprana edad han tenido experiencia en la resolucion

de problemas, pero en el contexto algebraico los niveles de complejidad aumentan.

Cuando se aborda el proceso de resolucion de problemas en matematica, no se puede

evitar hacer referencia a los aportes de Descartes (1826), citado por Puing (2003) a

través de lo que hoy denominamos el método cartesiano de la resolucion algebraica

de problemas. Este método fue propuesto por Descartes en dos de sus obras, En

Regula, describe a través de cuatro pasos el proceso de traduccion del enunciado del

problema al SMS (sistema matematico de signos) del algebra.

Los pasos que Descartes desglosa en su obra regula son los siguientes:

1. Una lectura analitica del problema que lo reduce a una lista de cantidades y
relaciones entre cantidades.

2. La eleccion de una cantidad que va a ser representada por una letra (o unas
cuantas cantidades que se van a representar con letras distintas).

3. Representacion de otras cantidades mediante expresiones algebraicas que
describen la relacion (aritmética) que esas cantidades tiene con otras que ya

han sido representadas previamente por una letra o una expresion.

4. Establecimiento de una ecuacién (o tantas como letras distintas haya decidido
introducir en el segundo paso) igualando dos expresiones, de las que han
escrito en el tercer paso, que representan la misma cantidad.

La continuacion del método de resolucion de problemas de Descartes se encuentra en

la obra que el titul6 Geometria. En esta obra se supera la tradicién babilénica en la

cual, lo que se hace no es resolver el problema de nuevo, sino intentar transformar la
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configuracion en otro que ya se sabe resolver. Descartes da un giro al centrar su

atencion en la elaboracion de un catalogo de todas las configuraciones posibles, para

luego avanzar hacia la idea elaborar un algoritmo para cada una de las formas
canonicas posibles. En la actualidad este paso se conoce como la aplicacién de la
formula o algoritmo de solucién a la ecuacion de forma canénica.

Filloy, et al (2008) presentan el método cartesiano desglosado en los siguientes pasos:

1. Una lectura analitica del problema que lo reduce a una lista de cantidades y
relaciones entre cantidades.

2. La eleccion de una cantidad que va a ser representada por una letra (0 unas
cuantas cantidades que se van a representar con letras distintas).

3. Representacion de otras cantidades mediante expresiones algebraicas que
describen la relacion (aritmética) que esas cantidades tiene con otras que ya
han sido representadas previamente por una letra o una expresion.

4, Establecimiento de una ecuacion ( o tantas como letras distintas haya decidido
introducir en el segundo paso) igualando dos expresiones, de las que han

escrito en el tercer paso, que representan la misma cantidad.

5. Transformacion de la ecuacion en una forma canonica.

6. Aplicacion de la formula o algoritmo de solucion a la ecuacién de forma
canonica.

7. Interpretacion del resultado de la ecuacion en términos del problema.

Polya (1965), en su conocido trabajo “como plantear y resolver problemas” presenta

cuatro fases que se abordan a través de preguntas:
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Comprender el problema.

¢, Cual es la incognita? ¢, Cuales son los datos?

¢, Cual es la condicion? ¢ Es la condicién suficiente para determinar la
incognita?

¢ Es insuficiente? ¢ Redundante? ¢ Contradictoria?

Concebir un plan.

¢, Se ha encontrado con un problema semejante? ¢ O ha visto el mismo
problema planteado en forma ligeramente diferente?

¢, Conoce un problema relacionado con éste? ¢ Conoce algun teorema, que le
pueda ser util? Mire atentamente la incégnita y trate de recordar un problema
que

le sea familiar y que tenga la misma incégnita o una incégnita similar.

He aqui un problema relacionado al suyo y que se ha resuelto ya ¢ Podria usted
utilizarlo? ¢ Podria utilizar su resultado? ¢ Podria emplear su método? ¢ Le haria
a usted falta introducir algun elemento auxiliar a fin de poder utilizarlo?

¢ Podria enunciar el problema en otra forma? ¢Podria Plantearlo en forma
diferente nuevamente? Refiérase a las definiciones'

Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algun
problema similar. ¢Podria imaginarse un problema andlogo un tanto mas
accesible? ¢Un problema mas general? ¢Un problema mas particular? ¢Un
problema anélogo? ¢ Puede resolver una parte del problema?

Considere sélo una parte de la condicion; descarte la otra parte ¢ en qué medida

la incégnita queda ahora determinada? ¢ En qué forma puede variar? ¢ Puede
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usted deducir algan elemento til de los datos?¢,Puede pensar en algunos otros
datos apropiados para determinar la incognita? ¢ Puede cambiar la incognita?
¢,Puede cambiar la incognita o los datos o ambos si es necesario, de tal forma
gue la nueva incognita y los nuevos datos estén mas cercanos ente si?

¢Ha empleado todos los datos? ¢Ha empleado toda la condicién? ¢Ha
considerado usted todas las nociones esenciales concernientes al problema?
Ejecucion de un plan.

Al ejecutar su plan de la solucién, compruebe cada uno de los pasos'

¢Puede usted ver claramente que el paso es correcto? ¢Puede usted
demostrarlo?

Examinar la solucion obtenida (vision retrospectiva)

¢, Puede usted verificar. el resultado? ¢ Puede verificar el razonamiento?

¢, Puede obtener el resultado en forma diferente? ¢ Puede verlo de golpe?

¢, Puede usted emplear el resultado o el método en algun otro problema?

Otro aporte importante al proceso de resolucion de problemas algebraicos es el

realizado por Duval (1999) en relacidn a la teoria de representaciones semioticas.

En este sentido se sefalan tres actividades cognitivas fundamentales de la

representacion ligadas a la semiosis: la formacion, el tratamiento y la conversion.

Cuando se acude a signos para actualizar o para sustituir la vision de un objeto se

entiende que se forma una representacion semiética. La formacion de

representaciones semioticas debe respetar las reglas propias del sistema empleado
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por razones de comunicabilidad y para hacer posible la utilizacion de los sistemas de
tratamiento que ofrece el sistema semiotico empleado. Duval (1999)

Se denomina tratamiento o expansion informacional, de las representaciones
semidticas a la trasformacion de un registro de representacion o de un sistema. En
este proceso intervienen reglas cuya aplicacion produce una representacion en el
mismo registro de representacion de partida, estas reglas son las siguientes: regla de
derivacion, regla de produccién, reglas de coherencia teméatica y reglas asociativas de
contiguidad y de similitud.

La conversion de registros de representacion semidtica, segun Duval, es la
trasformacion de la representacion de un objeto, de una situacion o de una informacién
dada en un registro, en una representacion de este mismo objeto, esta misma situacion
o la misma informacion en otro registro. Para adelantar el proceso de conversion se
debe tener en cuenta los criterios de congruencia entre representaciones como son la
posibilidad de una correspondencia semantica de los elementos significantes; la
univocidad semantica terminal, y el orden del arreglo que componen cada una de las
dos representaciones. Duval (1999).

Dos registros de representacion son congruentes cuando cumple las tres reglas de

congruencia y es no congruente, si incumple una o mas reglas de congruencia.

2.3. Dificultades, errores y obstaculos en el aprendizaje de las matematicas.
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Uno de los temas mas estudiados en didactica de las matematicas, tiene que ver con
los errores que cometen los estudiantes en el aprendizaje de los contenidos de esta
area. Cuando se estudian estos errores, es inevitable indagar por las causas que
los originan y por las razones que llevan a los alumnos a cometerlos.

Algunos investigadores han identificado las principales causas que originan los errores
gue cometen los estudiantes. Ruano, Socas, Palarea (2008) sefalan que los errores
cometidos por los estudiantes se deben a obstaculos, ausencia de sentido y a actitudes
afectivas y emocionales.

Con frecuencia algunos investigadores dan un tratamiento indistinto a los errores y a
las dificultades de los estudiantes en el aprendizaje de las matematicas, Socas (1997)
diferencia las dificultades de los errores al afirmar “estas dificultades se conectan y
refuerzan en redes complejas que se concretan en la practica en forma de obstaculos
y se manifiestan en los estudiantes en forma de errores”

Dada la importancia de la conexion existente entre obstaculos, errores y dificultades
y la imposibilidad de comprender cada uno de estos elementos por separado.
Procedemos a revisar el desarrollo conceptual de cada uno de estos elementos.
Dificultades en el aprendizaje de las matematicas

Son muy escasos los estudios que definen con claridad el significado de dificultad en
el aprendizaje de las matematicas. Con frecuencia se le da un tratamiento equivalente
al de errores y en ocasiones se limitan a listar una serie de dificultades sin hacer
alusion a lo que significa, lo anterior se puede evidenciar en investigaciones como las

de Sanjose, Valenzuela, Fortol, Soles-Potoles, (2007) y en Rico,(1995)
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Socas (1997) sugiere una diferencia entre obstaculos, errores y dificultades, al sefalar
la conexidn existente entre dificultades y errores como un entramado complejo del cual
surgen los errores que son la manifestacion concreta de esta interaccion.

Kass & Myclebust (1969) Citados en Garcia y Rodriguez (2010), expresan que
“Dificultad de aprendizaje se refiere a uno o méas déficits significativos en los procesos
de aprendizaje esenciales que requieren técnicas de educacién especial para la
remediacion.

Las dificultades en matematicas se agrupan en cinco grandes lineas, las asociadas a
la complejidad de los objetos matematicos, las asociadas a los procesos de
pensamiento matematico, las asociadas a los procesos de ensefianza de los
estudiantes, las asociadas a los procesos de desarrollo cognitivo de los alumnos y las
asociadas a actitudes afectivas y emocionales hacia las matematicas.

Como se puede observar, las dificultades no han sido definidas con claridad en los
estudios de didactica de las matematicas, Lo anterior nos lleva establecer un referente
conceptual para referirnos a dificultades en la resolucion de problemas, en este
sentido, consideramos las dificultades como la imposibilidad de proceder
adecuadamente para resolver un problema, las cuales son originadas por obstaculos,
falta de sentido o actitudes afectivas y emocionales, que se manifiestan a través de
errores u omisiones.

Las dificultades que se presentan en la resolucion de problemas pueden ser
conscientes e inconscientes, generalmente cuando los estudiantes son conscientes de

la dificultad abandonan la resolucién. Cuando no lo son, acuden a esquemas
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inapropiados para tratar de resolver los problemas, realizando construcciones que
comunmente llamamos errores.

En la interaccion entre obstaculos, dificultades y errores, los primeros originan
dificultades puesto que de una u otra manera impiden una actuacion que corresponda
a conceptos, definiciones y procedimientos validos desde el punto de vista matematico.
Los errores surgen como manifestaciones de la interaccion entre obstaculos y
dificultades.

Errores en el aprendizaje de las matematicas

La idea de error que con mayor frecuencia comparte docentes y estudiantes en el
proceso de enseflanza y aprendizaje de las matematicas es presentada por Rico
(1995) en los siguientes términos, “Cuando un alumno proporciona una respuesta
incorrecta a una cuestion matematica que se le plantea, se puede decir que su
respuesta es erronea, y la solucién proporcionada es un error en relacidon con la
cuestion propuesta’.

La concepcioén de error como falta de conocimiento o desatencién de los estudiantes
ha sido reconsiderada a partir de diferentes de trabajos investigacion en los cuales se
le da una connotacion diferente a estas producciones, es asi, como Socas (citado por
Del Puerto, Minnaard, Seminara, 2004) sefiala que el error debe ser considerado como
la presencia en el alumno de un esquema inadecuado y no solo como la consecuencia
de una falta especifica de conocimiento o una distraccion.

Brousseau, Davis y Werner (1986) (citados por Rico, 1995) , describen algunas ideas

de los estudiantes que generan la produccion de errores de la siguiente manera:
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1. Se hace evidente réapidamente que los errores de los alumnos son, con
frecuencia el resultado de un procedimiento sistematico que tiene alguna
imperfeccion; pero el procedimiento imperfecto lo utiliza el alumno en forma
consistente y con confianza, en estos casos los errores muestran un patron
consistente.

2. Los alumnos tienen con frecuencia grandes concepciones inadecuadas
(misconceptions) acerca de aspectos fundamentales de las matematicas.

3. Es posible observar a los alumnos y también intercambiar informacion con sus
profesores usuales, se ve que los alumnos emplean con frecuencia
procedimientos imperfectos y tienen concepciones inadecuadas que no son
reconocidas por sus profesores.

4, También se hace evidente que los estudiantes son con frecuencia mas
inteligentes para inventar sus propios métodos originales de lo que se espera
de ellos. Incluso cuando un método ha sido presentado por el profesor, un
alumno puede desarrollar su propio método original, llegando hasta ignorar el
método del profesor.

Algunos investigadores han realizado algunas clasificaciones de los errores, entre las

mas sobresalientes tenemos:

Davis (citado por Rico ( 1995 ) hace la siguiente clasificacion:

1. Reversiones binarias: 4 x4 =8; 23 =6

2. Errores inducidos por el lenguaje o la notacion: Ej 2x — x = 2
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Errores producidos por recuperacion de un esquema previo: Entre estos se
encuentran los errores usuales de la suma y la resta, justificados por esquemas
como el de adicion con dos entradas, el simétrico de la sustraccion y la
comparacion de unidades en una relacion de proporcionalidad.

Errores producidos por una representacion inadecuada.

Reglas que producen reglas. Asi, de la implicacion (x —2)(x—3) =0, x=

2 0 x=3

Radatz, citado por Rico (1995) parte del procesamiento de informacion para presentar

las siguientes categorias:

1.

Errores debidos a dificultades de lenguaje: el aprendizaje de conceptos,
simbolos y vocabulario matematicos es para muchos alumnos es un problema
similar al aprendizaje de una lengua extranjera. Una falta de comprension
semantica de textos matematicos, es fuente de errores; por ello, la resolucion
de problemas verbales, esta especialmente abierta a los errores de traduccion,
desde un esquema semantico en el lenguaje natural a un esquema mas formal
en el lenguaje matematico.

Errores debidos a dificultades para obtener informacion espacial: las diferencias
en la capacidad para pensar mediante imagenes espaciales o visuales, es una
fuente de dificultades para muchos nifios y jovenes en la realizacién de tareas

matematicas.
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Errores debidos a un aprendizaje deficiente de hechos, destrezas y conceptos
previos: Incluyen todas las deficiencias de conocimientos sobre contenidos y
conceptos especificos para la realizacion de tareas matematicas. Estas
deficiencias incluyen la ignorancia de los algoritmos, conocimiento inadecuado
de hechos bésicos, procedimientos incorrectos en la aplicacion de técnicas y
dominio insuficiente de simbolos y conceptos necesarios.
Errores debidos a asociaciones incorrectas o rigidez del pensamiento. La
experiencia sobre problemas similares anteriores pueden producir una rigidez
en el modo habitual de pensamiento y una falta de flexibilidad para codificar y
decodificar nueva informacion. En estos casos los alumnos desarrollan
operaciones cognitivas, que contintan utilizando aun cuando las condiciones
fundamentales de la tarea matematica en cuestion se hayan modificado. Dentro
de estas clase de errores se encuentran los siguientes:
e Errores de perseveracion: en los que predominan elementos
singulares de una tarea o problema.
e Errores de asociacion: que incluyen interacciones incorrectas entre
elementos singulares.
e Errores de interferencia: En los que operaciones o conceptos
diferentes intervienen con otros.
e Errores de asimilacion: en los que una audicidn incorrecta produce

faltas en la lectura o escritura.
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e Errores de transferencia negativa a partir de tareas previas en la que
se puede identificar el efecto de una impresion erronea obtenida de
un conjunto de ejercicios o problemas verbales.

e Errores debido a la aplicacion de reglas o estrategias irrelevantes:
Este tipo de errores surgen con frecuencia por aplicar con éxito reglas

o estrategias similares en areas de contenido diferente.

Movshovitz-Hadar, Zaslavksy e Imbar, citado por Rico (1995) describen las siguientes

categorias para clasificar los errores.

1.

Datos mal utilizados: incluyen discrepancia entre los datos de la cuestion y el
tratamiento que le da el alumno, entre estos tenemos, afiadir datos extrafios,
olvido de datos necesarios para la solucion, se contesta algo innecesario,
asignar a parte de la informacion significado inconsistente con el enunciado,
asignar valores numericos de una variable a otra y hacer una lectura incorrecta
del enunciado.

Interpretacion incorrecta del lenguaje: Incluyen errores debidos a la traduccion
incorrecta de hechos matematicos descritos en un lenguaje simbdlico a otro
lenguaje matematico distinto, estos errores se presentan cuando, se pone un
problema en ecuaciones expresando una relacion diferente a la enunciada, se
designa un concepto matematico expresando un simbolo diferente al usual y
operando con él segun las reglas usuales, y cuando hacen una interpretacion

incorrecta de simbolos graficos como términos matematicos y viceversa.
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Inferencias no validas: incluye errores que se deben a falacias del razonamiento
y no al contenido especifico del contenido, en esta categoria se identifican
errores producidos por derivar de un enunciado condicional su reciproco 0 su
contrario; derivar de un enunciado condicional y de su consecuente, el
antecedente; concluir un enunciado en que el consecuente no se deriva del
antecedente, necesariamente; utilizar incorrectamente los cuantificadores; o
también realizar saltos injustificados en una inferencia légica.

Teoremas o definiciones deformados: corresponden a errores que se producen
por deformacion de un principio, una regla o definicion identificable. Entre estos
tenemos, la aplicacion de un teorema sin las condiciones necesarias; aplicar la
propiedad distributiva a una funcidn no lineal; realizar una valoracion o
desarrollo inadecuado de una definicion, teorema o formula reconocible.

Falta de verificacion en la solucion: se presentan cuando cada paso de la
realizacion de la tarea es correcto, pero el resultado final no es la solucion de la
pregunta planteada, si se hubiese contrastado el resultado final con la pregunta,
el error habria podido evitarse.

Errores técnicos: se incluyen los errores de calculo, errores al tomar datos de
una ecuacion, errores en la manipulacion de simbolos algebraicos y otros

derivados de la ejecucion de algoritmos basicos.

Obstaculos en el aprendizaje de las matematicas

En la resolucién de ecuaciones lineales como en muchos contenidos del algebra los

alumnos comenten con frecuencia multiples errores. Diversos investigadores se han

ocupado de estudiar el origen de dichos errores. Gracias a los aportes de Bachelard
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(1972), el error en la didactica toma una connotacion diferente a la que se le da en la
cotidianidad.

El error en el contexto didactico surge de la interaccién de conocimientos previos con
un nuevo conocimiento que se pretende aprender, en este sentido, Malisani 1999)
plantea, “el error no es solo fruto de la ignorancia, de la duda o el azar como suponian
las teorias conductista del aprendizaje, sino que es la consecuencia de un
conocimiento anterior que se manifiesta falso o inapropiado en una nueva situacion”.
Bachelard (1972), hace un desarrollo novedoso acerca de obstaculos epistemologicos
los cuales se relacionan con la nocion de error en los siguientes términos:

“

Se conoce afrontando un conocimiento anterior, destruyendo los
conocimientos mal adquiridos o superando aquellos que en el espiritu mismo
obstaculiza la espiritualizacidon. Un obstaculo epistemoldgico se incrusta en el
conocimiento no formulado. Costumbres intelectuales que fueron utiles y sanas

pueden después de un tiempo obstaculizar la investigacion”

Astolfi (1998) hace una clara diferencia entre los planteamientos de Bachelard y los de
Piaget. La perspectiva Piagetiana se basa en la Psicologia y lleva a considerar las
concepciones como representaciones de cierta clase del desarrollo y como testimonio
del desarrollo cognitivo en curso, es decir, Piget explica estas concepciones como
caracteristicas del pensamiento del nifio y del adolecente. Desde la Optica de
Bachelard se interpretan mas bien como los retornos regulares del pensamiento
comun, por lo que dichas concepciones se refieren tanto a adultos como a estudiantes.
Es decir segun Piaget, las concepciones son el futuro de la razén en desarrollo,

mientras que segun Bachelard, constituyen el pasado de la razén siempre dispuesta a
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la regresion. El primero insiste en la ligereza potencial de nuestra inteligencia, y el
segundo en su peso experiencial.

La idea de obstaculo en Astolfi, difiere del significado tradicional de dificultad, este
autor da argumentos que sustentan esta afirmacion, al considerar que los obstaculos
mas resistentes no son necesariamente dificultades, sino mas bien facilidades que se
otorga la mente para pensar los fendmenos. El obstaculo corresponde a lo que este
autor llama funcionamiento econémico del cerebro, que pone en juego un sistema de
explicacion rustico y sencillo, pero disponible y comodo para el sujeto.

Segun Bachelard el obstaculo es una forma de conocimiento del cual es muy dificil
deshacerse. Si hay dificultad esta consiste en evitar rechazar el uso del sentido comun,
en obligarnos a buscar una respuesta elaborada cuando creemos disponer de una
respuesta lista para pensar. Asi comprendemos que los obstaculos estén, puesto que

cambiarlos implica en cierta forma una parte de si mismo.

Luego del novedoso aporte de Bachelard, los obstaculos epistemoldgicos han sido
objetos de atencién de muchos investigadores como Brousseau, Duroux, Spagnolo,
citado por Malisani (1999) entre otros.

Brouseau (1986) citado por Malisani (1999), da relevancia a laligacion existente entre
ciertos conocimientos a los que los estudiantes tratan de acceder con conocimientos
anteriores que si bien en algan momento fueron utiles y efectivos, se hacen provisorios,
imprecisos y pocos correctos en otros contextos de aprendizaje, de esta manera
relaciona la nocién de obstaculos epistemoldgicos con la idea de aprendizaje por

adaptacion.
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Douroux (1983) citado por Malisani (1999) hace una caracterizacion de los obstéculos,

al establecer las condiciones necesarias que se deben cumplir para considerarlos

como obstaculos epistemologicos.

1.

Un obstaculo es un conocimiento, una concepcion, no una dificultad o falta de
conocimiento.

Este conocimiento produce respuestas correctas en un determinado contexto
gue el alumno encuentra a menudo. Pero genera respuestas falsas fuera del
contexto.

Este conocimiento se manifiesta resistente a las contradicciones (a las cuales
se confrontan) y a la sistematizacién de un conocimiento mejor.

Después de la toma de conciencia de su falta de precision este conocimiento

continla manifestandose de manera intempestiva y obstinada.

A estas condiciones se suman las caracteristicas descritas por Astolfi (1998)

1.

Su positividad el obstaculo no es ignorancia, ni un bloqueo psicolégico, sino que
implica la saturacion de conocimientos previos inmediatamente movilizados
equivocadamente por la mente. Es un tejido de errores construidos, positivos,
arraigados, solidarios. Sobre este tema, se han mencionado los esquemas
peligrosos.

Su facilidad: El obstaculo es una facilidad que se concede la mente para seguir

razonando de manera sencilla, inmerso en la comodidad intelectual, gracias al
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juego facil de analogias, de metaforas (demasiado) satisfactorias, de pares de
oposiciones binarias, etc.

Su interioridad: Contrariamente a lo que sugiere la etimologia (obstare:
mantenerse delante) el obstaculo no es aquello contra lo cual vendra a tropezar
el pensamiento, sino que esta en el pensamiento mismo, en las palabras, en la
experiencia cotidiana, en el inconsciente... El error ocupa el centro mismo del
acto de conocer y es la sombra proyectada de la razén, hasta el punto de que
no se puede sofiar en un aprendizaje sin obstaculos.

Su ambigtiedad: toda representacion es a la vez una herramienta necesaria y
una fuente potencial de errores. Los obstaculos no lo son en si mismos, ya que
los razonamientos que movilizan pueden a priori ser validos. Se hablara mas
bien de una funcién obstaculo cuando esos modos de pensamiento legitimos
se utilizan para la resolucién de un tipo de problemas para los que no se
adecuan. Lo que constituye un obstaculo es el uso ilegitimo, fuera de sus limites
de validez de un determinado sistema cognitivo que por lo demas también tiene

sus virtudes.

Su polimorfismo: el caracter proteiforme del obstaculo lo lleva a dimensiones y
adherencias multiples, pues no se limita al campo racional, sino que a menudo
extiende ramificaciones hacia los planos afectivos, emocional, fantasmatico,
mitico, a menos que no sean dimensiones las que contaminen el razonamiento
cientifico! Posee pues una carga simbdlica y se caracteriza por un realismo

glotén.
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Su recursividad: Solo retrospectivamente el obsticulo se nos presenta como lo
gue es. Es el pasado de la razon cuando esta se vuelve sobre si misma para
juzgarse. Por ello decia Bachelard que no hay que confundir los fundamentos
con los comienzos. El fundamento es recurrente permite identificar a posteriori
el comienzo como el balbuceo infantil que era, y que se revela como tal in fine,
por lo que nos cuesta trabajo creer que hayamos permanecido durante tanto
tiempo “presos de esa idea que ahora nos parece tan evidente. Tomar
conciencia de los obstaculos nos vuelve modestos y nos lleva a la ironia e
incluso a reirnos de nosotros mismos.
Ademas de los conocimientos anteriores, algunos investigadores de didactica de la
matematica de la escuela francesa, Cornu (1983), Sperpinka (1985) citado por
Malisani (1999) han logrado demostrar que ciertas dificultades de los alumnos se
pueden encontrar en los obstaculos detectados en la historia (Cfr. también Arzello
et al) citado por Malisani (1999). Segun Malisali(1999) los elementos que permiten
identificar estos obstaculos se deben buscar en el analisis de las resistencias que
surgieron en el desarrollo historico y en los debates que les han permitido
superarlas. Pero la historia no solamente es suficiente el analisis histérico
epistemoldgico se debe completar con un analisis con un estudio de los
fundamentos de matematicas.
La definicién de obstaculos epistemoldgicos recibié aportes importantes por parte
de Spagnolo (1995, pagina 81), citado por Malisani (1999).

“El obstaculo epistemoldgico esta relacionado con el pasaje entre el campo

semantico significativo en un cierta época histérica de la comunidad matematica
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y el tentativo de la misma de poner a punto un nuevo lenguaje relativo a una
cierta clase de problemas. Los objetos matematicos de los campos semanticos
anteriores que podrian servir para la sintactica (en los fundamentos del nuevo

lenguaje), son los obstaculos epistemoldgicos”™.

El caso de la resolucion de problemas con ecuaciones lineales, la aritmética
representa el campo semantico anterior, mientras que el algebra constituye el
nuevo lenguaje.

Spagnolo (1995, pagina 80) afirma:

“....- un lenguaje nace con ambigiiedad semantica y riqgueza de significados al
interior de la gramatica. Cuando el lenguaje se formaliza se asigna un
significado a cada formula y se pierden los significados anteriores. El estudio de
las concepciones histéricas no es otra cosa que el estudio de los significados

ligados a un cierto lenguaje en un determinado periodo historico”

El uso de un simbolismo adecuado favorece el desarrollo del pensamiento
algebraico, por este motivo, en la historia del algebra tiene importancia no solo la
historia de los conceptos, sino también el sistema de simbolos utilizados para poder
expresarlos, Arzarello et al citado por Malisani (1999). En la historia del algebra,

Nesselman, citado por Malisani (1999) distingue tres periodos.

LA FASE RETORICA: anterior a Diofanto de Alejandria (250 d c) en la cual se

usa exclusivamente el lenguaje natural sin recurrir a algun signo.
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LA FASE SINCOPADA: Desde Diofanto hasta finales del siglo XVI, en la cual
se introducen algunas abreviaturas para las incognitas y las relaciones de uso
frecuente pero los célculos se desarrollaban en lenguaje natural.

FASE SIMBOLICA: introducida por Viette (1540 a 1603) en el cual se usan
letras para todas las cantidades y signos para representar las operaciones, se
utiliza el lenguaje simbdlico no solo para resolver ecuaciones sino también para

resolver reglas generales.

CAPITULO Il
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MARCO METODOLOGICO

METODOLOGIA PROPUESTA

La investigacion dificultades en la resolucion de problemas verbales de sistemas de
ecuaciones lineales dos por dos, tiene como propésito central la identificacién y el
establecimiento de las caracteristicas de las dificultades que presentan los estudiantes
cuando resuelven este tipo de problemas, por esta razén tiene un enfoque cualitativo,
gue en términos de Pérez, (2001a) se define como la comprension de una realidad
considerada desde sus aspectos particulares como fruto de un proceso histérico de
construccion y vista a partir de la l6gica y el sentir de sus protagonistas, es decir desde
una perspectiva interna (subjetiva)

La metodologia cualitativa, como lo indica su propia denominacion, tiene como objetivo
la descripcién de las cualidades de un fenbmeno. Busca un concepto que pueda
abarcar una parte de la realidad. No se trata de probar o de medir en qué grado una
cierta cualidad se encuentra, Mendoza (2006)

Dentro de las caracteristicas principales de esta de metodologia podemos mencionar

Mendoza (2006)
1. La investigacion cualitativa es inductiva.
2. Tiene una perspectiva holistica, esto es que considera el fenbmeno como un

todo. Se trata de estudios en pequefia escala que solo se representan a si

mismos
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3. Hace énfasis en la validez de las investigaciones a través de la proximidad a la

realidad empirica que brinda esta metodologia.

4, No suele probar teorias o hipotesis.

5. Es, principalmente, un método de generar teorias e hipoétesis.

6. No tiene reglas de procedimiento.

7. El método de recogida de datos no se especifica previamente.

8. Las variables no quedan definidas operativamente, ni suelen ser susceptibles
de medicion.

9. La base esta en la intuicion.

10. Lainvestigacion es de naturaleza flexible, evolucionaria y recursiva.

11. Engeneral no permite un analisis estadistico

12.  Se pueden incorporar hallazgos que no se habian previsto

Los investigadores cualitativos participan en la investigacion a través de la interaccion
con los sujetos que estudian, es el instrumento de medida. Analizan y comprenden a
los sujetos y fendmenos desde la perspectiva de los dos ultimos; debe eliminar o
apartar sus prejuicios y creencias

Dado que se estas dificultades en la resolucion de problemas son susceptibles de ser
identificadas y de establecer las relaciones que se encuentran al interior de cada una
de ellas, el presente estudio tienen un caracter descriptivo, entendida como estudios
gue buscan unicamente describir situaciones o acontecimientos; basicamente no esta
interesado en comprobar explicaciones, ni en probar determinadas hipétesis, ni en

hacer predicciones. Con mucha frecuencia las descripciones se hacen por encuestas
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(estudios por encuestas), aunque éstas también pueden servir para probar hipotesis

especificas y poner a prueba explicaciones.

La investigacion que se pretende adelantar es cualitativa con un enfoque descriptivo

Poblacién objeto de estudio

La poblacién objeto de estudio esta conformada por estudiantes de grado noveno de
la Institucion educativa femenina de enseflanza media (IEFEM) de la ciudad de
Quibdo. Esta es una institucion de caracter oficial dirigida por las hermanas dominicas
de la presentacion, atiende 2800 estudiantes y de acuerdo a la clasificacion de
planteles establecida por el ICFES, a partir del resultados de las estudiantes en la
prueba SABER 11 en el afio 2013, se encuentra ubicada categoria alta.

La poblacion estudiantil del establecimiento esta conformada por estudiantes mestizas,
afrodescendientes e indigenas. La poblacion mayoritaria la constituyen estudiantes
pertenecientes a poblacion afrodescendiente, mientras que el nimero de estudiantes
indigenas es muy reducido.

La mayoria de las estudiantes del grado noveno son hijas de empleados publicos,
trabajadores independientes y comerciantes pertenecientes a estratos 1, 2 y 3, en
edades entre 14 y 15 afios.

Como muestra se seleccion6 al grado 902, conformado por 34 estudiantes, con edades
gue oscilan entre 14 y 15 afios. La mayoria de las estudiantes provienen de hogares

donde el nucleo familiar convive bajo el mismo techo y pertenecen a estratos 1,2 y 3,
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siendo este Ultimo el estrato en el cual se encuentra la mayor parte del grupo. 21 de

las 34 estudiantes, ingresaron a la institucion en preescolar.

En cuanto al desempefio académico de las estudiantes de la muestra en el area de
matematicas, se observa en el informe final del afio 2012, que el 11,7% (4 estudiantes),
alcanzo el nivel superior; el 26,4% (9 estudiantes), alcanzé el nivel alto, el 41,2% (14
estudiantes) se ubicé en nivel basico y el 20,6% (7 estudiantes) se ubicé en nivel bajo
y fue necesario adelantar en proceso de recuperacion para ser promovidas al grado 9°
La profesora que orienta el area ha estado al frente del grupo en el grado 8°y en el
grado 9°, manifiesta que los contenidos como operaciones con enteros y racionales,
operaciones con expresiones algebraicas, y los métodos de resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales 2x2, fundamentales para resolver problemas verbales de sistemas
de ecuaciones lineales 2x2, ya fueron tratados en clase y considera que la mayoria de
las estudiantes tienen una buena comprension de estos.

En lo referente a la parte afectiva y emocional del grupo seleccionado, de acuerdo con
una indagacion previa se pudo establecer que solo 11 de las 34 estudiantes
manifiestan que les agrada el area, el resto manifoietan cumplir con las actividades

solo para ser promovidas al siguiente grado.

Instrumentos de recoleccion de informacion
Se aplicaron 18 problemas de enunciado verbal de sistemas de ecuaciones lineales
2x2, elaborados exclusivamente para el presente trabajo de investigacion. Estos

problemas se formularon en el contexto de la vida cotidiana de las estudiantes y las
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cantidades utilizadas pertenecen en algunos casos al conjunto de nimeros enteros y

en otros al conjunto de niumeros racionales.

De acuerdo con los planteamientos de Holyoak y Koh, 1987; Holyoak, 1984 citados
por Sanjosé, et al (2009) en los problemas algebraicos se distinguen dos
componentes, la superficie y la estructura. La tematica en particular o ambito del
mundo de los objetos y eventos que se describen en el enunciado corresponden a la
superficie del problema. La estructura corresponde basicamente a “como las
cantidades se relacionan unas con otras, mas que por como son las cantidades”

(Novick, 1998, p511) citado por Sanjose, et al (2009). Teniendo en cuenta lo anterior,

la superficie de los problemas formulados para el presente trabajo, atiende a

situaciones de la cotidianidad de las estudiantes, mientras que la estructura varia de

un grupo de problemas a otro, de tal manera que se distinguen cinco estructuras de
problemas diferentes.

Un primer grupo esta conformado por los problemas P1A3, P2A1, P2B1, P2D1 (ver

anexo) corresponde a problemas que presentan una estructura con las siguientes

caracteristicas en el enunciado verbal:

1. En las dos ecuaciones gue se deducen del texto, los coeficientes de las
variables y los términos independientes se encuentran explicitos en el
enunciado verbal.

2. Los coeficientes y los términos independientes de cada una de las ecuaciones
aparecen con la misma secuencia en el enunciado verbal (a1, b1, c1, az, b,

C2).
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3. El planteamiento del sistema de ecuaciones que se deduce directamente del

enunciado verbal corresponde a la forma candnica de sistemas de ecuaciones

lineales 2X2.
ax + by = cl}
ax + b,y =c,
4. Todas las cantidades que aparecen en el enunciado verbal pertenecen al

conjunto de numeros fraccionarios.

El segundo grupo esta conformado por los problemas P1A2, P2A2, P2B2, P2D2 (ver

anexo) y se caracterizan por lo siguiente:

1. En las dos ecuaciones, los coeficientes de las variables y los términos
independientes se encuentran explicitos en el enunciado verbal.

2. Los términos independientes y los coeficientes de cada una de las
ecuaciones aparecen con la misma secuencia en el enunciado verbal.

3. En las dos ecuaciones el primer término que aparece en el enunciado verbal
corresponde al segundo miembro, mientras que los coeficientes del primer
miembro aparecen con la misma secuencia en un segundo momento ((c1, az,
b1, C2, A2, bz,).

4. El planteamiento del sistema de ecuaciones que se deduce directamente del
enunciado verbal, no corresponde exactamente a la forma candnica de
sistemas de ecuaciones lineales 2X2, en cada una de las ecuaciones, el
primer miembro esta conformado por el término independiente y el segundo

miembro por los coeficientes y las variables.

L =ax + bly}
C; = ayx + b,y
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5. Algunas cantidades que aparecen en el enunciado verbal son nimeros
fraccionarios.

Los problemas P1A4, P3A1, P3CL1 (ver anexo), conforman el tercer grupo y tienen las

siguientes caracteristicas:

1. En la primera ecuacidon, los coeficientes estan implicitos y el término
independiente explicito; en la segunda ecuacion los coeficientes estan explicitos
y el término independiente implicito.

2. La secuencia en que se encuentran las cantidades en el texto no corresponde
a la forma canonica del sistema, es necesario aplicar algunas reglas que se

cumplen en las ecuaciones para plantear el sistema en su forma canonica.

?x+?y = cl}
a,x + b,y =?

3. Algunas cantidades del enunciado verbal pertenecen al conjunto de nimeros
racionales (fraccionarios)

El cuarto grupo esta conformado por los siguientes problemas (P3A2, P3C2, P3D2).

Estos problemas se caracterizan por lo siguiente:

1. Los coeficientes y términos independientes de las ecuaciones no se encuentran
explicitos en el enunciado verbal, es decir, es necesario inferirlos de acuerdo

con las relaciones que se puedan establecer entre las cantidades.
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La secuencia en que se encuentran las cantidades en el texto no corresponde
a la forma candnica del sistema, es necesario aplicar algunas reglas que se

cumplen en las ecuaciones para plantear el sistema en su forma candnica.

2x+7y =?
7x+?y =?}

Algunas cantidades del enunciado verbal pertenecen al conjunto de nimeros

racionales (fraccionarios)

El dltimo grupo corresponde a los problemas P3A3, P3B3, P3C3, P3D3, y se

caracterizan por:

1.

En una de las ecuaciones el termino independiente y uno de los coeficientes se
encuentran implicitos; en la otra ecuacion tanto el término independiente como
los coeficientes, se y encuentran implicitos en el enunciado.

La secuencia en que se encuentran las cantidades en el texto no corresponde
a la forma canonica del sistema, es necesario aplicar algunas reglas que se

cumplen en las ecuaciones para plantear el sistema en su forma canonica.

a x+?y =?
?x+?y =7

Algunas cantidades del enunciado verbal pertenecen al conjunto de niumeros

racionales (fraccionarios).

RECOLECCION DE INFORMACION
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La informacion se recogié de manera directa con las alumnas, en cuatro sesiones de
trabajo, cada una con una duracion de dos periodos de clase de 60 minutos.

En la primera sesion, se realizaron actividades de exploracion acerca de conocimiento
y las habilidades de las estudiantes en la resolucion de problemas verbales de
sistemas de ecuaciones lineales 2x2. En esta seccién se pudo establecer que las
alumnas ya habian trabajado en clases la resolucion de este tipo de problemas,
ademas a través de la resolucion de un problema se explor6 el dominio de
conocimientos previos como operaciones con enteros y racionales, operaciones con
expresiones algebraicas y el manejo de los métodos de eliminacién por reduccion,
igualacion y sustitucion.

En la segunda sesion, se le pidio a las estudiantes de manera individual que
resolvieran tres problemas (P1A2, P1A3, P1A4). Estos problemas presentan

estructuras diferentes. Se distribuyen de la siguiente manera:

Cuestionario Estructura Problemas N° de estudiantes alos que se les aplicé
E2 P1A2
E1l P1A3
E3 P1A4

En la tercera sesion de trabajo, las estudiantes resuelven seis problemas, de los cuales
(P2A1, P2B1, P2D1) tienen la misma estructura, mientras que los problemas (P2A2,
P2B2, P2D2) comparten la estructura pero difieren de la de los tres primeros.

En esta seccion las estudiantes trabajan en forma individual pero se les pide que
resuelvan solo dos problemas, de los seis que conforman el total. La distribucién es la

siguiente:
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En la cuarta sesion, se formulan nueve problemas, de los cuales los problemas (P3AL1,
P3C1) tienen la misma estructura algebraica, (P3A2,P3C2 y P3D2) tienen otra
estructura 'y (P3A3, P3B3,P3C3 y P3D3) comparten una estructura diferente la de los
otros dos grupos.

En esta seccidn las estudiantes trabajan en forma individual pero solo deben resolver

tres problemas de los seis que conforman el total. La distribucion es la siguiente:
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Luego de revisar los procedimientos utilizados por las estudiantes para resolver los
problemas, se seleccionaron las estudiantes que cometieron incorrecciones para
indagar acerca de las razones que las llevaron a elaborar procedimientos erroneos.
A las estudiantes seleccionadas se les aplicd una entrevista con el propdsito de que
las justificaran el procedimiento utilizado en la resolucion de los problemas. Debido a
la diversidad de errores encontrados, no se preparé un cuestionario estandar, las
preguntas se formularon de acuerdo con los errores encontrados en cada una de las
estudiantes
CAPITULO IV
ANALISIS Y DISCUSION DE RESULTADOS
Para adelantar el analisis de resultados, se toma como punto de referencia el método
cartesiano, este método se ha constituido en uno de los mas utilizados para resolver
problemas algebraicos. Fue formulado por Descartes, de donde toma su nombre y
consiste en una serie de pasos que se deben seguir para resolver un problema
algebraico. Estos pasos son los siguientes:
1. Una lectura analitica del problema que lo reduce a una lista de cantidades y
relaciones entre cantidades.
2. La eleccion de una cantidad que va a ser representada por una letra (0 unas
cuantas cantidades que se van a representar con letras distintas).
3. Representacion de otras cantidades mediante expresiones algebraicas que
describen la relacion (aritmética) que esas cantidades tiene con otras que ya

han sido representadas previamente por una letra o una expresion.
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4. Establecimiento de una ecuaciéon (o tantas como letras distintas haya decidido
introducir en el segundo paso) igualando dos expresiones, de las que han

escrito en el tercer paso, que representan la misma cantidad.

5. Transformacion de la ecuacién en una forma canoénica.

6. Aplicacion de la formula o algoritmo de solucién a la ecuacion de forma
canonica.

7. Interpretacion del resultado de la ecuacion en términos del problema.

Para facilitar el andlisis de los resultados encontrados en el proceso de resolucion de
problemas se tienen en cuenta tres etapas, la traduccién, la ejecucion de
procedimientos y la verificacion de resultados. Los pasos definidos en el método
cartesiano se agrupan en cada una de las etapas que hemos mencionado.

Los pasos del 1 al 5 los vamos a considerar parte de la etapa de traduccion del
enunciado verbal al lenguaje algebraico, el paso 6 corresponde a la etapa de ejecucion
de procedimientos y el paso 7 a la verificacion de resultados.

Para hacer el andlisis de los resultados encontrados en la resolucion de problemas, se
toma un poco de distancia del acostumbrado modelo lineal, en el cual, las etapas de
traduccién, ejecucion de procedimientos y verificacion de resultados se relacionan de
forma secuencial, primero en una direccion y luego en sentido contrario.

El andlisis se realiza a través de un esquema que permite la comprension de las
elaboraciones de los estudiantes desde un modelo triangular. Este modelo nos
permite identificar las construcciones al interior de cada etapa de la resolucién y

establecer las relaciones de interdependencia, entres estas etapas.
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El modelo esta compuesto por tres vértices que representan las tres etapas que deben
seguir las estudiantes cuando resuelven los problemas. Las categorias que influyen
en las producciones que hacen las estudiantes en cada una de las etapas, son
elementos que no se pueden dejar de lado, motivo por el cual, se consideran parte
importante de los vértices. Los lados del triangulo estan compuestos por las relaciones
gue se establecen entre las etapas de resolucion. Si bien se consideran de doble via,
no se puede asegurar que si la estudiante la establece en un sentido, también lo haga
en sentido contrario.

En el presente trabajo, el andlisis se realiza a través de la interaccion de las categorias
gue se encuentran presentes en cada etapa del proceso resolucion y de las relaciones
gue se establecen entre dichas etapas.

A continuacién se presenta el modelo triangular, descrito anteriormente:
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Ademas de la forma triangular, el modelo responde a una estructura dinamica cerrada,
es decir finaliza en la misma etapa donde inicia. En el caso que nos ocupa, el proceso
de resolucion inicia en la traduccion del enunciado verbal al sistema de ecuaciones
lineales 2x2, luego pasa a la de ejecucién de procedimientos que permitan resolver el
sistema y en tercer lugar se verifican las respuestas encontradas en el aspecto
numerico y en relacion con el enunciado verbal. En caso de la verificacion con respecto
al aspecto numérico se trata de establecer si las respuestas encontradas son
consistentes con el sistema planteado. La verificacion de las respuestas en el
enunciado busca determinar la coherencia y validez de las respuestas a la luz del
enunciado.

En la medida en que la estudiante, logre establecer la validez y la consistencia de las
respuestas en el enunciado verbal, es posible considerar que se ha alcanzado un buen
nivel de comprension del proceso de resolucion de problemas y del concepto mismo
de sistemas de ecuaciones lineales 2x2.

Un primer analisis de los resultados se realiza a partir de las producciones de las

estudiantes en cada una de las etapas de resolucién de los problemas formulados.

Producciones de las estudiantes en la traduccién del enunciado verbal al
lenguaje algebraico
En el intento de expresar el enunciado verbal del problema en términos algebraicos,

las estudiantes elaboran textos en los cuales se pueden constatar una serie
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incorreciones que de acuerdo con sus caracteristicas, podemos organizar en cuatro
categorias: la identificacion, el manejo y la organizacion de datos e incognitas; y el
reconocimiento de la estructura del sistema de ecuaciones.

Las construcciones de las estudiantes consideradas como inapropiadas cuando
traducen un enunciado verbal a lenguaje algebraico, no se pueden enmarcar de
manera exclusiva en una de estas categorias, con frecuencia, estas producciones
surgen de la convergencia entre varias de ellas. Para facilitar el analisis de las formas
como las estudiantes proceden, se han agrupado las incorrecciones de acuerdo con
las caracteristicas mas relevantes.

A continuacion se describen las producciones de las estudiantes agrupadas en las
categorias que se han definido.

En la identificacion de datos, se agrupan construcciones en las cuales se definen como
datos del problema, informacion que cumple el papel de designar ciertas
caracteristicas de las variables, pero que en ningin momento hacen referencia a
cantidades e incognitas. Un ejemplo de esta situacion se presenta en la traduccion que

hace la estudiante E22 del problema P2D2 y la explicacion que hace de su traduccion.

Problema: P2D2
A un grupo de sefioritas les ofrecen una fiesta o un crucero por el caribe para celebrar sus 15 afios, algunas

escogen la fiesta y otras escogen el crucero. En el primer semestre de 2013, 20 nifias cumplen los 15 afios,

§ de las que les gusta la fiesta yz de las que le gusta el crucero.
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. . , . . . , ~ 1
A algunas de las jovencitas les gustaria que se oficiara una misa el dia de su cumplearios, " de las que les

. 1 . , . . . ‘s
gusta la fiesta y s de las que les gusta el crucero, a 10 nifias les gustaria que se oficiara una misa de accion

de gracias por su cumpleafios ; Cuantas nifias prefieren la fiesta? ; Cuantas nifias prefieren el crucero?

Traduccion realizada por la estudiantes

E22 I: ¢ Por qué, en la primera ecuacién escribes 15 en el
TR S segundo miembro?

- E22: Porque en el enunciado dice que las nifias tienen 15
- T, afnos.

I: ¢ Por qué, en la segunda ecuacion ningun termino tiene la

variable y?

E22: Se me olvidd va en %

De igual manera se tienen en cuenta producciones en las que se omiten datos que no
aparecen explicitos en el enunciado, pero que se pueden deducir de las relaciones que
se establecen en el enunciado. Veamos la traduccion que al respecto hace la

estudiante E25 del Problema P3AL1.

Problema P3A1

Luis y Manuel salen de pesca cada uno en su canoa, al finalizar la jornada, Luis ha cogido 25 pescados mas
que Manuel, ademas % de la cantidad de pescados que cogio Luis, es igual a g de la cantidad de pescados

que cogié Manuel. ;Qué cantidad de pescados cogio Luis? ; Qué cantidad de pescados cogié Manuel?
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Traduccién realizada por la estudiante

E25

—~
{ 1\

D NEO d;f i L XL\JL*’( ) A ¢ l.l'J < ’." X ’f’v\|rl'
| O NOS da. ‘4

I: 4 Por qué planteaste una sola ecuacion?
E25: porque como hay tres términos solo se puede plantear una ecuacion?
I: 4 Por qué dices que con tres términos solo puedes plantear una sola ecuacion?

E25: porque un término va en equis, otro vaeny, y el tercero va después del igual

I: 4 Como sabes que i es el coeficiente de x , que § es el coeficiente de y, y que el segundo miembro es
igual a 25 ?

E25: porque % son los pescados que cogid Luis, g los que cogi6 Manuel, y 25 el nimero de pescados demas

que cogid Luis?

En cuanto al manejo de datos e incognitas, se tienen en cuenta aspectos como la
omisién de las variables en el sistema de ecuaciones y la forma inadecuada como las
definen. En este sentido, se encontré que algunas estudiantes omiten las variables en
las dos ecuaciones, de tal manera que el primer miembro de cada una de las
ecuaciones gueda reducido a sumas o restas de datos (cantidades fraccionarias o

enteras) que aparecen explicitos en el enunciado del problema, mientras que el
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segundo esta conformado por otro dato del enunciado verbal. Un ejemplo de esta
situacion se presenta en la traduccion que hace la estudiante E21 del problema P1A2

Problema : P1A2

"
»
»
»
"
]
"
]
Lb,

Para transportar a los estudiantes, algunos fueron llevados en colectivo y otros en bus escalera. 27 de los

. . 3 . . 3 .
estudiantes presentaron mareos durante el viaje, z de los que iban en el colectivo y " de los que iban en el bus

. . . . . . 2 . . . 1
escalera. A demas 10 estudiantes viajaron en sillas unipersonales, z de los que viajaron en colectivo y : de los

que viajaron en la escalera. ; Cuantos estudiantes viajaron en el colectivo? ; Cuantos viajaron en el bus escalera?

Traduccion realizada por la estudiantes

E21 I: ¢ Por qué, en ninguna de las ecuaciones aparecen las
S variables x e y?
2 43 =23 y
D 4 . ’ r ya
gkl Aeie) E21: es que se me olvidd, pero se sabe que alli estan.
K E

l: ¢ Por qué dices que alli estan?
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3 3 .y 2 1
E22: porque en cvaxyen_va Y, también en svaxyen-

va Y.

Otras estudiantes omiten las variables de forma parcial, es decir, en una ecuacion
tienen en cuenta las dos variables, mientras que en la otra ecuacién no tienen en
cuenta ninguna.

Un nimero considerable de estudiantes, cometen incorrecciones que podemos ubicar
en la categoria de manejo intuitivo de datos e incognitas. En los trabajos revisados, se
pudo evidenciar que para establecer la relacion existente entre datos e incognitas del
problema, las estudiantes asumen criterios muy superficiales como el orden en que se
encuentran las cantidades en el enunciado; el empleo del cero; o el conjunto numeérico
al cual pertenecen. La traduccion que hace del problema la estudiante E23 del

problema P3A2 ilustra la forma inadecuada de introducir el cero de manera arbitraria.

Problema P3A2
Hace 2 afios el tio de Martha tenia el doble de la edad de Marta. Dentro de 4 afios, Martha tendra § de la

edad de su tio. ;Cuantos afios tiene Martha en la actualidad? ;Cuantos afios tiene el tio de Martha

actualmente?

Traduccion realizada por la estudiantes

E23 I: ¢ Por qué en las dos ecuaciones el segundo miembro es igual a
cero?

E23: porque no hay mas nimeros en el problema
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\ I: ¢ Por qué dices que no hay mas numeros en el problema?
E23: porque los tinicos nimeros que aparecen en el problema son
Ui - o 2
- 2453
I: ¢ Cuando no hay méas numeros se escribe cero en el segundo

miembro?

E23: Creo que si ¢entonces qué se pone?

Un ejemplo de la utilizacion inadecuada del orden en que aparecen las cantidades en
el enunciado del problema se presenta en la traduccion que hace la estudiante E3 del

problema P1A2 (citado con anterioridad)

Traduccion realizada por la estudiantes

l: ¢ Por qué en ninguna de las ecuaciones hay un término que tenga la variable y?
E3: se me olvido, pero en el segundo término siempre va la variable y

l: ¢ Por qué dices que en el segundo término siempre va la variable y?

Dificultades en la resolucion de problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2
Emiro Borja Palacios
73



E3: Porque se ponen en orden alfabético.

Cuando acuden al orden en que se encuentran los datos vy las incégnitas en el texto
como criterio relacional, en la primera ecuacion, utilizan el primer dato que aparece en
el enunciado como coeficiente de X, el segundo como coeficiente de Y, y el tercero
como término independiente. De forma anéloga, proceden con el cuarto, quinto y sexto
término del enunciado, para utilizarlos como coeficientes de X e Y, y termino
independiente en la segunda ecuacion, sin importar si existe una relacion entre los
datos utilizados como coeficientes y las incognitas.

Se observa un manejo intuitivo cuando considera el conjunto numérico al cual
pertenecen los datos para establecer la relacién con las incégnitas en el sistema de
ecuaciones. De esta manera, en cada una de las ecuaciones, utilizan los datos que
pertenecen al conjunto de numeros enteros como coeficientes, mientras que los
fraccionarios son empleados como términos independientes.

En los problemas donde aparecen explicitos solo cuatro datos en el enunciado,
algunas estudiantes, toman dos datos como coeficientes de X e Y en la primera
ecuacion y los otro dos como coeficientes de las mismas variables en la segunda. Ante
la ausencia de un dato que no se pueda emplear como termino independiente, de
manera intuitiva utilizan el cero en ambas ecuaciones (obsérvese la traduccion del

problema P3A2, realizada por la estudiante E23).
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Una ultima agrupacion, se establece de acuerdo con el reconocimiento de la estructura
del sistema de ecuaciones. En este sentido, se encontré que algunas estudiantes
construyeron un sistema conformado por una sola ecuacion. En otros casos, definen
un sistema compuesto por dos ecuaciones en el cual, en una de las ecuaciones, el
primer miembro estd conformado por una fraccién que tiene como numerador la
suma de la variable x con un dato del problema, mientras que el denominador es la
suma de la variable y con otro dato del problema. De forma analoga definen el primer
miembro en la segunda ecuacion, pero en lugar de sumar, resta los términos, en
ambas ecuaciones, el segundo miembro es un dato del problema.

Otra produccion, que se puede considerar como inapropiada en el reconocimiento de
la estructura del sistema de ecuaciones, consiste en igualar la variable X en la primera
ecuacion a la suma o resta de datos que aparecen explicitos en el enunciado, y
proceder de la misma manera con la variable Y en la segunda ecuacion. La traduccion
gue hace la estudiante E19 del problema P1A2 (citado con anterioridad) es un ejemplo

de esta situacion.

Traduccion realizada por la estudiantes

l: ¢ Por qué igualaste a x a unos datos en una ecuacién ay Y, a otros datos en la otra ecuacion?

E19: Porque x son los que viajaron en el colectivo y Y son los que viajaron en el bus escalera

l:; Como sabes que x es igual a g +% =27yqueY esiguala §+ % =107
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E19: Porque los tres primeros nimeros corresponden los que viajaron en colectivo, que se representan con

x y los tres ultimos ndmeros corresponden a los que viajaron en la linea que se representa con y.

. . . 3 3 . 2
l:¢ En el sistema de ecuaciones que estableciste, planteas que stL= 27 yque Y esigual a i
1 .
o= 10, esas operaciones son correctas?

E19: um, lo que pasa es que, todavia no se ha resuelto, alli solo se esta escribiendo la ecuacion después es

que se resuelve

Las incorrecciones presentadas por las estudiantes en la identificacion de datos e
incognitas corresponden a lo planteado por Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e
Inba(1987), citados por Rico (1995) en donde atribuyen estos errores a discrepancias
entre los datos y el tratamiento que el alumno le da a los mismos, ademas aseguran
gue se pueden producir porque se afiaden datos extrafios; se olvida algun dato
necesario para la solucion; se contesta a algo que no es necesario; se asigna a una
parte de la informacion un significado inconsistente con el enunciado; se utilizan los
valores numéricos de una variable para otra distinta; o bien, se hace una lectura
incorrecta del enunciado.

En el proceso de traduccion realizado por algunas estudiantes se evidencian
incorrecciones que se pueden explicar a partir del catalogo de errores propuesto por
Cerdéan (2008), en donde se identifica tres categorias para considerar las producciones
erréneas de las estudiantes: el uso de las letras, la construccion de expresiones

aritméticas o algebraicas y el error de igualdad.
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Con referencia a las categorias planteadas por Cerdan (2008), los errores mas
recurrentes de las estudiantes, se presentan en la construccion de expresiones
algebraicas y en el error de igualdad. Las incorrecciones en la construccion de
expresiones algebraicas estan fuertemente ligadas a errores de operacion, debido a
gue algunas operaciones planteadas en el sistema son diferentes a las que
corresponden. El error en laigualdad es bastante frecuente, las estudiantes construyen
igualdades entre expresiones que no son equivalentes.

El marco teorico descrito por Socas (1997) citado por Ruano, Socas, Paralea (2008)
en el que define los obstaculos, la ausencia de sentido y las actitudes afectivas y
emocionales, como ejes para analizar los origenes de los errores, permite situar
algunas de las producciones de las estudiantes en estas categorias, es asi como en
algunos sistemas formulados, se puede establecer errores por falta de sentido, en
especial aquellos que tienen su origen en la aritmética pues la comprension de la
generalizacion de las relaciones y los procesos requiere su asimilacion en el contexto
aritmético. Otras incorrecciones catalogadas en la categoria de falta de sentido se
presentan en situaciones donde la forma de proceder de las estudiantes esta marcada
por las caracteristicas propias del lenguaje algebraico en especial en el sentido que le
dan al signo igual y la sustitucién formal.

La forma de ver el signo igual, es un aspecto que aparece frecuentemente en las
incorrecciones de las estudiantes en el proceso de traduccidn, esta situacion se explica
desde los planteamientos de Kieran, Filloy, Yague, (1989),en donde hacen referencia

a la idea extendida entre los estudiantes que inician el estudio del algebra de ver al
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signo igual la indicacion de hacer algo y no como un “simbolo de la equivalencia entre

los lados izquierdo y derecho de una ecuacion”.

Producciones de las estudiantes en la ejecucion de procedimientos

Las producciones que realizan las estudiantes al abordar la etapa de ejecucién de
procedimientos, se agrupan en cuatro categorias: el reconocimiento y aplicacién del
método de eliminacion, el manejo de operaciones con enteros y fraccionarios, la
manipulacion intuitiva de operaciones y la sustitucion de cantidades.

El reconocimiento y aplicacion del método de eliminacion agrupa procedimientos en
los cuales se puede establecer la manera como las estudiantes identifican los métodos
de eliminacion y aplican los pasos para resolver el sistema de ecuaciones a partir del
meétodo seleccionado.

En el momento de seleccionar un método de eliminacién, la mayoria de las estudiantes
deciden utilizar el método de reduccién, un numero muy reducido aplica el método de
igualacion y ninguna de las estudiantes resuelve el sistema por sustitucion. En los
procedimientos que las estudiantes elaboran cuando ejecutan el método de reduccion,
se observa que cuando las ecuaciones tienen coeficientes fraccionarios, multiplican
toda la ecuacioén por el mcm de los denominadores con el propésito de que todos los
coeficientes sean nimeros enteros, algunas de las estudiantes confunden este paso,
con el paso propio y esencial del método de reduccion, que consiste en tratar de que
una de las variables tenga como coeficientes sus opuestos aditivos, para lo cual, de

ser necesario, se multiplica cada una de las ecuaciones por una cantidad que permita
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cumplir con la condicién de que al sumar las ecuaciones, una de las variables se pueda
anular.

Otra elaboracién que con frecuencia realizan las estudiantes cuando utilizan el método
de reduccion, consiste en que cuando multiplican una ecuacion por una determinada
cantidad, lo hacen de forma parcial, es decir, no multiplican por todos los miembros de
la ecuacion, generalmente omiten multiplicar por el término independiente, o solo
multiplican por el coeficiente de la variable que pretenden cancelar.

En el caso de la aplicacién del método de igualacidn, algunas estudiantes despejan la
variable x, en las dos ecuaciones, en se momento, en lugar igualar las expresiones
equivalentes, abandonan la resolucion del problema.

En algunas construcciones se encontraron situaciones en las cuales se puede
evidenciar un manejo intuitivo de los procedimientos. En este sentido, se encontré que
en ocasiones, las estudiantes introducen términos o datos en el procedimiento que no
resultan de la ejecucion de operaciones que se viene adelantando; cancelan variables
sin atender a las reglas de las operaciones del conjunto numeérico correspondiente; y
toman el denominador de un término como numerador, sin que medie una operacion
gue justifique este resultado.

El tratamiento que le dan al signo menos, al desconocerlo o al introducirlo
arbitrariamente; las incorrecciones al multiplicar nUmeros enteros y fraccionarios; y la
aplicacion inapropiada de operaciones (por ejemplo, sacarle mitad arbitrariamente a
un namero entero), constituyen las producciones de las estudiantes que por sus
caracteristicas se analizan desde la categoria manejo de operaciones con enteros y

fraccionarios.
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Por dltimo, observamos ejecuciones en las cuales, las estudiantes, en el momento de
reemplazar el valor que han encontrado de una variable, proceden a utilizar dicho valor
para multiplicarlo por la misma variable. En otros casos, utilizan el valor encontrado de
una variable, para reemplazarlo de manera arbitraria en la otra variable.

Los errores encontrados en la ejecucion de procedimientos se pueden interpretar a
partir de diferentes investigaciones. Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar(1987),
citado por Rico (1995), al clasificar los errores cometidos por los estudiantes
denominan errores técnicos a aquellos que se producen al hacer calculos, al tomar
datos de una tabla, en la manipulacién de simbolos algebraicos y otros derivados de
la ejecucion de algoritmos. De otra parte, Esteley — Villarreal (1990, 1992, 1996), citado
por Engler, Gregorini, Muller, Vranken, Hecklein, (2004), hacen una categorizacion de
errores, entre los cuales se destacan los errores al operar con numeros reales en
célculos, planteo y resolucién de ecuaciones, y empleo incorrecto de propiedades y
definiciones (de numeros o funciones), que se presentan generalmente en ejecucion
de procedimientos.

Pochulu, M. D. (2005) al considerar que algunos estudiantes encuentran redundante
la presencia del signo menos, cuando sustituyen nimeros negativos en una expresion
en la que aparecen restas, y en otros casos, conciben que cualquier letra representa
un ndamero negativo, y que si simboliza un nimero negativo, se le antepone un signo
menos, describe incorreciones que coinciden con las producciones de la poblacién
objeto de estudio.

Algunos de los procedimientos de las estudiantes, se pueden explicar a partir del

marco teorico de Socas (1997) citado por Ruano et al (2008), en donde en una de las
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categorias, establece que las actitudes afectivas y emocionales, generan errores por

excesiva confianza, blogueos, olvidos, entre otros.

Producciones de los estudiantes en la verificacion de resultados

Las producciones de las estudiantes en la verificacion de resultados son bastante
escasas, en su mayoria se limitan a revisar el procedimiento para tratar de establecer
errores en las operaciones. La revision del procedimiento en la mayoria de los casos,
esta supeditada a la confianza que les genere los resultados encontrados, es asi como
generalmente si los resultados encontrados son fracciones, numeros negativos o
nameros de mas de cuatro cifras, aumenta el nivel desconfianza en la respuesta
encontrada.

De acuerdo con los plateamientos de Kieran (1989) la forma de ver el signo igual como
sefal de hacer algo y no como un simbolo de la equivalencia entre los lados izquierdo
y derecho, dificulta que las estudiantes utilicen este principio para verificar la
consistencia de las respuestas en contradas en el sistema de ecuaciones.

Ademas no establecen relacion entre las condiciones y atributos de las incognitas
presentes en el enunciados con las respuestas humericas encontradas, por tal motivo,
les es indiferente que una cantidad que en la cotianidad se exprese en un conjuto
numerico determinado, este definida en las respuestas en un conjunto numerico

diferente.

Andlisis de producciones de las estudiantes en todo el proceso de resolucién

de problemas de sistemas verbales de ecuaciones lineales 2x2.
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Para hacer un andlisis global de las producciones de las estudiantes cuando
resuelven problemas verbales de sistemas de ecuaciones 2X2, se han seleccionado
tres casos bastantes representativos, de las formas como los estudiantes proceden en
cada una de las etapas de la resolucién y la relacion de interdependencia que
establecen entre estas etapas.

A continuacion se presentan tres casos bastante representativos de las producciones
de las estudiantes, Los cuales se analizan de acuerdo con del esquema triangular

propuesto:

Estudiante E33

Problema: P1A2

Para transportar a los estudiantes, algunos fueron llevados en colectivo y otros en

. .. 3
bus escalera. 27 de los estudiantes presentaron mareos durante el viaje, E de
. . 3 . -
los que iban en el colectivo y " de los que iban en el bus escalera. A demas 10

. .. . . 2 . . 1
estudiantes viajaron en sillas unipersonales, s de los que viajaron en colectivo y .

de los que viajaron en la escalera. ¢ Cuantos estudiantes viajaron en el colectivo?

¢, Cuéntos viajaron en el bus escalera?
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La estudiante hace un planteamiento correcto el sistema de ecuaciones lineales 2x2.
Es decir en el sistema se puede evidenciar que identifica los datos y las variables,
establece las relaciones existentes entre estos, y establece en cada ecuacion la
relacion de igualdad entre los términos que ha definido.

En la etapa de ejecucién de procedimientos, inicia multiplicando cada una de las
ecuaciones por el mcm de los denominadores, de esta manera logra conseguir
correctamente que los coeficientes del sistema sean todos numeros enteros. Tan
pronto logra que todos los coeficientes de la ecuacion sean enteros, procede a resolver
el sistema utilizando el método de reduccion, para lo cual, multiplica la primera
ecuacion por el opuesto aditivo del coeficiente de X y la segunda por el coeficiente de
X.

Si bien este paso, no se puede considerar como una incorreccién, resulta innecesario
debido a que como los coeficientes de x son iguales, bastaba con multiplicar cualquiera

de las dos ecuaciones por (-1) y luego cancelar la variable x.
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Al multiplicar las ecuaciones por el opuesto aditivo de x en la primera y por el
coeficiente de x en la segunda, solo tiene en cuenta la ley de los signos para los
términos del primer miembro en la primera ecuacion, en el segundo miembro, no aplica
esta ley, motivo por el cual, el término le queda positivo cuando de acuerdo con la ley
de los signos deberia ser negativo. La segunda ecuacion la multiplica correctamente
por el coeficiente de x.

Como resultado de la suma de las dos ecuaciones, obtiene una ecuacioén con una sola
incognita (en funcion de la variable y) debido a que cancela la variable x, suma los
términos de Y, y hace lo propio con los términos independientes. Como al multiplicar
el termino independiente ecuacion por el opuesto aditivo del coeficiente de x en la
primera, la estudiante no tuvo en cuenta la ley de los signos, el resultado obtenido de
la suma de los términos es inapropiado para resolver el sistema, por esta razon
consigue un valor equivocado paray.

Reemplaza el valor de y en la segunda ecuacion, pero dado la incorreccion de dicho
valor, consigue también un valor equivocado para X, no obstante de haber realizado
correctamente las operaciones que se le presentan en el proceso.

Las respuestas encontradas no fueron verificadas, es decir no se reemplazé estos
valores en las ecuaciones para establecer su consistencia y mucho menos establecio
la validez de dichas respuestas de acuerdo al enunciado.

En las producciones de la estudiante podemos evidenciar un manejo mecanico del
procedimiento, de tal manera que para conseguir que los coeficientes de x fueran
opuestos aditivos, era suficiente con multiplicar cualquiera de las dos ecuaciones por

(-1), pero dado de que la estudiante en repetidas ocasiones ha multiplicado la primera
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ecuacion por el coeficiente que tiene la variable en la segunda ecuacion y la segunda
ecuacion por el coeficiente que tiene la variable en la primera ecuacion (con signos
cambiados de ser necesario), aplica el procedimiento que acostumbra a realizar sin
percatarse de la sencillez y rapidez de multiplicar cualquiera de las dos ecuaciones por
(-1).

Como se puede observar, la incorreccion de la estudiante se presentd en la ejecucion
de procedimientos, en donde multiplica parcialmente la ecuacion, desconociendo que
la igualdad en una ecuacion se mantiene al multiplicar todos los términos de ambos
miembros por la misma cantidad. Este procedimiento sugiere una actuacion mecanica,
en donde se centra la atencion en la necesidad de que los coeficientes de una de las
dos variables sean opuestos aditivos para poder cancelar y no es consciente de que
este cometido, esta supeditado a la aplicacién de las reglas de equivalencias de
ecuaciones.

A continuacion ilustramos el modelo desde el cual se explica la forma como la
estudiante aborda cada una de las etapas y las relaciones que establece entre estas

para resolver el problema.

Reconocimicnto
del método de
del Sislema siminacin
~ E y Maneo de
Idendicacion \ Mﬁde - SJSdE . N enie e
- D on enieros
de daigs e Traduccién incognias < cavidades R i'a:::::iora--:-@EIIr
incognias / \ / \
Organizacion de Mdem
daios e .
incognias procedimientos
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De acuerdo con el proceso utilizado por la estudiante para resolver el problema, se
puede deducir que la estudiante procede a partir de un modelo lineal en el cual, se
reconoce dos etapas, la traduccion y la ejecucién de procedimientos. Desconoce la
verificacion del resultado, la estudiante se limita a enunciar las cantidades encontradas
en funcién de las variables establecidas con anterioridad.

En cuanto a las relaciones que subyacen del modelo utilizado por la estudiante, se
observa una relacion unidireccional que parte de la etapa de traduccion y finaliza en la
etapa de ejecucion de procedimientos, no establece relacion en sentido contrario.

En la ejecucion de procedimientos la estudiante comete el error de multiplicar en forma
parcial la primera ecuacion por el coeficiente de equis en la segunda ecuacion, esta
incorreccidn coincide con los errores técnicos indicador por Mosvshovitz, et al (1987)y
por los que Engler, Gregorini, Muller, Vranken, Hecklein (2004) denominan errores al

operar con numeros reales en calculos, planteo y resolucion de ecuaciones.

Estudiante E5

Problema: P3C3
Yaneth tiene en su celular, 4 veces la cantidad de minutos de los que tiene Emily.
Si Yaneth le regala 18 minutos a Emily, ambas tendrian la misma cantidad de

minutos. ¢ Cuantos minutos tiene Yaneth? ¢ Cuantos minutos tiene Emily?
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En la etapa de traduccion, la estudiante plantea un sistema de ecuaciones en el cual
se observan producciones que se enmarcan en las categorias de identificacion,
manejo y organizacion de datos e incégnitas. En la primera ecuacion utiliza los datos
numéricos que aparecen en el enunciado como coeficientes de x e y respectivamente
y en la segunda, los coeficientes estan conformados por los resultados de multiplicar
a 72 por 4y a 18 por 4. Tanto en la primera ecuaciéon como la segunda, el segundo
miembro es cero.

Algunos datos que aparecen en el enunciado estan presentes en el sistema, mientras
gue otros se deducen de manera intuitiva, ademas, la organizacién de los datos no

responde al establecimiento de relaciones entre los datos y las variables.
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Para resolver el sistema utiliza el método de reduccion, por lo cual multiplica la primera
ecuacion por el coeficiente de equis en la segunda y la segunda por el opuesto aditivo
del coeficiente de equis en la primera ecuacion, sumas las ecuaciones y consigue un
valor para y, luego reemplaza el valor de y en la primera ecuacioén y consigue el valor
de X.

El procedimiento y las operaciones realizadas durante la ejecucién son correctas pero
dado que el sistema est4 mal planteado, las respuestas encontradas son incorrectas.
La omision de la verificacion de los valores encontrados para x e y , no le permite
percatarse de la incorreccion de las respuestas.

A continuacion ilustramos el modelo desde el cual explicamos la forma como la

estudiante, resuelve el problema

" Feconoomenic
del Sigiema del método de
\ ’ Mansio de S Mangio de
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Al igual que en el caso anterior, la estudiante utiliza un modelo lineal, unidireccional,
en el cual se parte de la traduccion del enunciado verbal al lenguaje algebraico como

punto de partida. La ejecucion de procedimiento que corresponde a la solucion del
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sistema, es el punto de llegada. La etapa de verificacion de resultados no es tenida en
cuenta en el proceso de resolucion del problema.

Obsérvese que la estudiante plantea de manera incorrecta el sistema pero ejecuta el
procedimiento de forma adecuada, es decir opera con ecuaciones mal formuladas. En
la traduccién comete incorrecciones que tienen que ver con la identificacion, el manejo
y la organizacién de datos e incégnitas

En cuanto a las relaciones que subyacen del modelo utilizado para analizar el proceso
de resolucion de la estudiante, se observa una relacion unidireccional que parte de la
etapa de traduccion y finaliza en la etapa de ejecucion de procedimientos.

La forma como las estudiantes proceden al utilizar los datos en la primera ecuacion de
acuerdo al orden en que aparecen en el enunciado, corresponden a lo planteado por
Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar(1987), citados por Rico (1995) en donde
atribuyen estos errores a discrepancias entre los datos y el tratamiento que el alumno
le da a los mismos, ademas aseguran que se pueden producir porque se afiaden
datos extrafos; se olvida algun dato necesario para la solucion; se contesta a algo que
No es necesario; se asigna a una parte de la informacién un significado inconsistente
con el enunciado; se utilizan los valores nhuméricos de una variable para otra distinta;
o bien, se hace una lectura incorrecta del enunciado. Esteley — Villarreal (1990, 1992,
1996) denomina “Deduccién incorrecta de informacion o inventar datos a partir de la
dada”, a las producciones como las realizadas por las estudiantes cuando establecen
los coeficientes de la segunda ecuacion.

Estudiante E31
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Problema: P1A2

(ElI mismo problema resuelto por el estudiante E33)

El sistema planteado por la estudiante, presenta una construccién bastante particular;
en la primera ecuacion, el primer miembro corresponde a una fraccion en la cual el
numerador es la suma de la variable x con uno, en el segundo miembro se suma la
variable y con uno; para establecer la igualdad se iguala el primer miembro a un dato
gue aparece explicito en el problema.

La segunda ecuacion esta construida de forma parecida a la primera, pero en el primer
miembro en lugar de sumar se resta, la expresion del primer miembro se iguala a otro

dato que aparece explicito en el enunciado,
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En la traduccion que la estudiante elabora, se observa como hace un manejo intuitivo
de los datos y las incognitas; la organizacién de datos e incognitas en el sistema
obedece arelaciones que no se deducen del enunciado; identifica algunos datos pero
desconoce otros y ademas incluye datos que no se puede considerar que se
encuentran implicitos en el problema.

Para darle solucion al sistema planteado, multiplica en cruz el numerador del primer
miembro con el denominador del segundo y el denominador del primer miembro con
el numerador del segundo, este proceso lo realiza en las dos ecuaciones. En la primera
ecuacion realiza correctamente las multiplicaciones, pero en la segunda comete
algunos errores.

Con el propésito de que los coeficientes de la variable Y sean sus opuestos aditivos
para cancelar dicha variable, multiplica la segunda ecuacion por 3, cometiendo un
error al multiplicar por el coeficiente de x, luego les cambia el signo a todos los
miembros de la segunda ecuacion.

Al sumar las ecuaciones, cancela la variable y y consigue un valor para X, que debido
a los errores cometidos en el planteamiento del problema y en la multiplicacion de
algunas cantidades, es incorrecto. Luego utiliza la primera ecuacion para reemplazar
el valor de x, pero de manera inexplicable, utiliza un valor diferente al encontrado,
como es de esperarse encuentra en valor equivocado para la variable y .

Al igual que la mayoria de las estudiantes no verifico el resultado encontrado, razén
por la cual no se percata de las incorrecciones delas respuestas y mucho menos de

los errores cometidos en la traduccion ni en la ejecucion de procedimientos.
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El modelo desde el cual se trata de explicar la forma de proceder de la estudiante E31,
es lineal y unidireccional, aborda la etapa de la traduccion, donde comete errores en
la identificacion, manejo, organizacion de datos e incégnitas y en el reconocimiento del
sistema. En la ejecucion de procedimientos, las incorrecciones presentadas
corresponden las categorias de manejo de operaciones con enteros y fraccionarios,
manejo intuitivo de procedimientos y sustitucion de cantidades.

Al igual que la mayoria de las estudiantes no verifican las respuestas encontradas.

En la produccion de la estudiante se puede constatar la relacion que establece entre
el sistema planteado y el procedimiento utilizado para resolver el sistema, no se
observa que establezca relacion entre el procedimiento utilizado y el sistema, es decir
solo establece relacion entre la traduccion y la ejecucion de procedimiento.

El proceso de traduccidén que realiza la estudiante, presenta algunas incorrecciones
gue se pueden explicar de acuerdo a los desarrollos de Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky
e Inbar(1987), citados por Rico (1995), en especial, cuando atribuyen estos errores a
discrepancias entre los datos y el tratamiento que el alumno le da a los mismos y

asignan a una parte de la informacién un significado inconsistente con el enunciado.

Dificultades en la resolucion de problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2
Emiro Borja Palacios
92



Las operaciones incorrectas planteadas en el primer miembro de cada una de las
ecuaciones, atienden a las indicaciones de Cerdan (2008), que establece que los
errores mas recurrentes se presentan en la construccion de expresiones algebraicas
debido a que algunas operaciones planteadas en el sistema son diferentes a las que
corresponden en el enunciado verbal.

En la ejecucién de procedimiento la estudiante presenta una serie de errores que se
pueden analizar de acuerdo con lo establecido por diferentes investigadores como
Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar(1987), citado por Rico (1995), que consideran
aquellos errores que se producen al hacer calculos, al tomar datos de una tabla, en la
manipulacion de simbolos algebraicos y otros derivados de la ejecucion de algoritmos,
como errores técnicos. Engler, Gregorini, Muller, Vranken,y Hecklein (2004), los
categorizan como errores al operar con numeros reales en calculos, planteo y
resolucion de ecuaciones, y empleo incorrecto de propiedades y definiciones (de
nameros o funciones).

Al igual que los dos casos anteriores, la estudiante E31, no hace verificacion de las
respuestas. Esta etapa, fundamental para validar las respuestas encontradas y en
especial para hacer control de las etapas de traduccidon y de ejecucién, ademas de
establecer las relaciones de estas con las respuestas, es ignorada con frecuencia por

las estudiantes.

CONCLUSIONES
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Del analisis de las producciones de las estudiantes se obtienen las siguientes
conclusiones:

Las estudiantes presentan dificultades en la traducciéon del enunciado verbal del
problema al lenguaje algebraico. Estas dificultades se deducen de incorrecciones que
los estudiantes cometen cuando tratan de plantear el sistema de ecuaciones. En la
etapa de traduccion las mayores dificultades de las estudiantes se presentan con
relacion a los datos y las incégnitas en cuanto a la identificacion, el manejo y la
organizacion de estos en el sistema de ecuaciones. De igual manera se les dificulta
reconocer la estructura del sistema de ecuaciones.

La dificultad para identificar los datos y las incognitas se deduce de incorrecciones
como la utilizacidon de informacion que designa caracteristicas de las incognitas como
cantidades en el sistema de ecuaciones; y de la omision de datos que no aparecen
en el enunciado pero que se pueden deducir del mismo.

Errores originados por el manejo intuitivo que las estudiantes dan a los datos e
incognitas, en los cuales se observa la utilizacion de criterios superficiales como el
orden en que se encuentran en el enunciado, la utilizacién arbitraria del cero y la
determinacién de coeficientes y términos independientes de acuerdo al conjunto
numérico al que pertenecen, permiten reconocer la dificultad para establecer
relaciones entre datos e incognitas a partir del razonamiento matematico.

Las estudiantes presentan dificultad para reconocer la estructura del sistema de
ecuaciones lineales 2x2 en problemas verbales. Incorrecciones como el planteamiento
de una sola ecuacién y el planteamiento de sistemas en donde en cada ecuacién se

define en funcidon de una sola variable dan cuenta de esta dificultad.
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En la ejecucién de procedimientos para resolver el sistema de ecuaciones, las
estudiantes presentan dificultad para aplicar el método de eliminacién, para operar en
diferentes conjuntos numéricos y para utilizar el razonamiento matematico en la
deduccion de términos en el procedimiento. Estas dificultades se determinan a partir
de errores como multiplicacion parcial de una ecuacién por un término, calculos
incorrectos en el conjunto de los numeros entero y fraccionarios, introduccion
improcedente de términos, cancelacion incorrecta de variables, y sustituciones
equivocadas.

La marcada omision de las estudiantes para verificar los resultados encontrados, es
muestra de la dificultad existente para validar el procedimiento y la formulacién del
problema a la luz de las respuestas. Esta dificultad no se establece a través de
construcciones de las estudiantes que se pueden considerar errores, esta determinada
por la inadvertencia de la importancia de verificar los resultados y por asumirla
simplemente como la revision del proceso realizado.

Los errores encontrados en la traduccién del problema, coinciden con los planteados
por Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inba(1987), citados por Rico (1995); Cerdan
(2008); y Kieran,C y Filloy, Yague, E (1989).

Hallazgos conseguidos por Mosvshovitz-Hadar, Zaslavsky e Inbar(1987), citado por
Rico (1995); Esteley — Villarreal (1990, 1992, 1996), citado por Engler,A. Gregorini, M,
Muller, D. Vranken,S y Hecklein,H. (2004), y Pochulu, M. D. (2005) coinciden con los

encontrados en el presente trabajo en la etapa de ejecucién de procedimientos.

Dificultades en la resolucion de problemas verbales de sistemas de ecuaciones lineales 2x2
Emiro Borja Palacios
95



SUGERENCIAS

Para facilitar el aprendizaje de la resolucién de problemas verbales de sistemas de
ecuaciones 2x2 se propone que se tengan en cuenta la formulacién de problemas y
las actividades de ensefianza que le presentan a los estudiantes.

En cuanto a la formulacion de problemas es muy importante presentar problemas en
los cuales se les preste especial atencion a las estructuras algebraicas y al contexto
de la situacion. La diversidad en las estructuras de los problemas permite que se
reconozca diferentes formas de traducir un enunciado e interioricen que en cada
situacion hay una manera particular de establecer relaciones entre datos y las
incognitas. De igual la utilizacion de diferentes contextos en especial, los de la
cotidianidad, permiten despertar mayor interés en la resolucion de problemas y
encontrar utilidad al tema tratado.

El disefio y la implementacion de actividades de aula que permitan hacer una buena
revision de conocimientos previos y de actividades de traducciéon del lenguaje verbal
al algebraico, y del algebraico al verbal, pueden ser una valiosa ayuda para resolver
los problemas. La revision de contenidos que ya deben dominar los estudiantes como
operaciones con enteros y racionales (fracciones en especial) y las reglas que se
cumplen en una ecuacién para la permanencia de la igualdad, permiten hacer ajustes
gue sin lugar a dudas favorecen la resolucién de problemas.

Un aspecto que reviste gran importancia en el momento de implementar procesos de
ensefanza tiene que ver con la necesidad de que el punto de llegada de la resolucién

de un problema pase de ser el encontrar resultados numéricos a dimensionar la
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verificacion de las respuestas como un elemento fundamental que le da sentido al
procedimiento y formulacién del problema, permite el control y la autorregulacién de

las producciones de las estudiantes y garantiza la comprension del proceso realizado.
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ANEXO 1

PROBLEMAS APLICADOS PARA LA RECOLECCION DE INFORMACION

Para celebrar el dia del amor y la amistad, los
estudiantes de 9° del INSTITUTO AFROAMERICANO
MARTIN LUTHER KING, desean organizar una
convivencia al Municipio de Certegui. Conforman
una comisién para que organice todo lo concerniente
al evento.

A la comision se le han presentado algunas
situaciones, y para resolverlas necesita de tu ayuda.

Para elegir el (la) coordinador de la actividad han postulado a Carlos|
y a Kissy, como reconocimiento a su compafierismo. Kissy obtuvo
5 veces la cantidad de votos que obtuvo Carlos. Si 14 personas de
las que votaron por Kissy, Hubieran votado por Carlos, se hubiera
presentado un empate. ;Cuantos votos obtuvo Kissy? ;Cuantos
votos obtuvo Carlos?

Problema : P1A2
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Para transportar a los estudiantes, algunos fueron llevados en colectivo y otros en bus escalera. 27 de los
estudiantes presentaron mareos durante el viaje, % de los que iban en el colectivo y % de los que iban en el bus

. . . . . 2 .. . 1
escalera. A demas 10 estudiantes viajaron en sillas unipersonales, z de los que viajaron en colectivo y s de los|

que viajaron en la escalera. ; Cuantos estudiantes viajaron en el colectivo? ; Cuantos viajaron en el bus escalera?

Problema: P1A3

Para el almuerzo han programado comer pescado frito y patacones. Para preparar los patacones, compran 12
platanos y 5 bananos, que cuestan 6660 pesos, posteriormente regresan al mercado y compran 3 platanos y 3
bananos por 1980 pesos. ; Cuanto cuesta un platano?; Cuanto cuesta un banano?

Problema: P1A4

Para el refrigerio, los organizadores llevan jugo Hit y séndwiches. Luego de
entregar a cada uno de los asistentes un jugo Hit y un sandwich, quedaron 20

jugos hit. Uno de los organizadores afirma que ; de la cantidad de sandwiches

que compraron, es igual a % de la cantidad de jugos Hit comprados. ¢Qué

cantidad de jugo Hit compraron? ; Qué cantidad de sandwiches compraron?

Problema: P2A1

En una cafeteria tienen 2 ofertas.
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Oferta 1: 6 empanadas y 4 vasos de gaseosa por 5400 pesos.
Oferta 2: 5 empanadas y 2 vasos de gaseosa, por 3900 pesos

¢ Cuanto cuesta una empanada? ; Cuanto cuesta un vaso de gaseosa?

Problema: P2A2

Un grupo de amigos van a una heladeria. Algunos piden helados de chocolate y otros de vainilla, 17 de ellos piden
que sus helados sean acompariados de galletas, por tal razén, g de los helados de chocolate y % de los de vainilla
son servidos con galletas. Al terminar de comer, i de las personas que comieron helados de chocolates y % de los

que comieron helado de vainilla pidieron un vaso de agua, el mesero entonces, sirve 8 vasos de agua. ;Cuantas
personas comieron helados de vainilla?

Problema P2 B1:

En un puesto de venta de frutas, un cliente compra 6 limones y 4 lulos por $ 2900. Otro cliente compra 3 limones
y 3 lulos por$1800 pesos. ; Cuanto cuesta un limén? ;Cuanto cuesta un lulo?

Problema P2B2

Los programas favoritos de un grupo de jévenes Son: El Desafio “Africa el origen” y La Seleccion. 15 de ellos
ven su programa favorito todos los dias, Z de los que les gusta el Desafio y% de los que les gusta La Seleccion.
Algunos jévenes afirman que solo ven su programa favorito una vez han cumplido con sus tareas, de los cuales
%tienen preferencia por el Desafio yé prefieren La Seleccion; 6 de los jovenes ven sus programas favoritos
después de cumplir con sus tareas.

¢ Cuantos jovenes prefieren el Desafio? ; Cuantos prefieren la Seleccion?

Problema: P2D1

En una tienda venden 12 confites de anis y 10 de chocolate por $2400, ademas venden 15 confites de anis y 5 de
chocolate por $2100.
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¢ Cuanto cuesta un confite de anis? ; Cuanto cuesta un confite de chocolate?

Problema: P2D2

A un grupo de sefioritas les ofrecen una fiesta 0 un crucero por el caribe para celebrar sus 15 afios, algunas
, . . ~ 1
escogen la fiesta y otras escogen el crucero. En el primer semestre de 2013, 20 nifias cumplen los 15 afios, 3 de

las que les gusta la fiesta yg de las que le gusta el crucero.

. . , . . . . ~ 1
A algunas de las jovencitas les gustaria que se oficiara una misa el dia de su cumpleafios, " de las que les gusta

s 1 - . , . . 'y .
la fiesta y S de las que les gusta el crucero, a 10 nifias les gustaria que Se oficiara una misa de accién de gracias
por su cumpleafios ; Cuéantas nifias prefieren la fiesta? ; Cuantas nifias prefieren el crucero?

Problema P3A1

Luis y Manuel salen de pesca cada uno en su canoa, al finalizar la jornada, Luis ha cogido 25 pescados mas que
Manuel, ademas i de la cantidad de pescados que cogio Luis, es igual a g de la cantidad de pescados que cogid
Manuel. ; Qué cantidad de pescados cogio Luis? ; Qué cantidad de pescados cogié Manuel?

Problema: P3A2

Hace 2 anios el tio de Martha tenia el doble de la edad de Marta. Dentro de 4 arios, Martha tendra % de la edad de

su tio. ; Cuantos afios tiene Martha en la actualidad? ; Cuéantos afios tiene el tio de Martha actualmente?

Problema: P3A3

Jorge y Camilo, juegan a encestar con un balén de baloncesto. Jorge ha encestado 5 veces la cantidad de veces
que ha encestado Camilo. Si en 6 oportunidades Jorge hubiera errado y Camilo hubiera encestado, ambos
hubieran encestado igual nimero de veces. ;Cuantas veces encesté Jorge? ;Cuantas veces encesto Camilo?
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Problema: P3B3

Martha y Eliza, estan ahorrando cada una en una alcancia monedas de $500. Eliza ha ahorrado 3 veces la cantidad
de monedas que ha ahorrado Martha. Si Eliza le regala 24 monedas de las que ha ahorrado a Martha, ambas
tendrian la misma cantidad de monedas. ;Qué cantidad de monedas ha ahorrado Martha? ;Qué cantidad de
monedas ha ahorrado Eliza?

Problema: P3C1

Carlos y Carmen hacen pandeyucas en una cafeteria, luego de una jornada de trabajo, Carlos ha preparado 15
pandeyucas mas que Carmen. Ademas gde la cantidad de pandeyucas que preparé Carlo, es igual a %de la
cantidad de pandeyucas. que preparé Carmen ;Qué cantidad de pandeyucas preparo Carlos? ;Qué cantidad de

pandeyucas preparé Carmen?
Problema: P3C2

Hace 3 afios el tio de Laura tenia el cinco veces la edad de Laura. Dentro de 6 afios, Laura tendra % de la edad
de su tio. ; Cuéntos afios tiene Laura en la actualidad? ; Cuantos afios tiene el tio de Laura actualmente?

Problema: P3C3

Yaneth tiene en su celular, 4 veces la cantidad de minutos de los que tiene Emily. Si Yaneth le regala 18 minutos
a Emily, ambas tendrian la misma cantidad de minutos. ; Cuantos minutos tiene Yaneth? ;Cuantos minutos tiene
Emily?

Problema: P3D2

Hace 8 afios el tio de Luis tenia el doble de la edad de Luis. Dentro de 2 afios, Luis tendra % de la edad de su tio.
¢ Cuantos afios tiene Luis en la actualidad? ; Cuantos afios tiene el tio Luis?
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Problema: P3D3

Andrea tiene 5 veces la cantidad de pares de Zapatos que tiene su hermana. Si Andrea le regala 4 pares de
zapatos a su hermana, ambas tendrian igual cantidad. ; Cuantos pares de zapatos tiene Andrea? ; Cuantos pares
de zapatos tiene la hermana de Andrea?

ANEXO 2

ERRORES DE LAS ESTUDIANTES EN CADA ENA DE LAS ETAPAS DE LOS
DIFERENTES PROBLEMAS
SISTEMATIZACION - INSTRUMENTO 1

Etapa Error P1A2 P1A3 P1A3
Reconocimiento del sistema
Traduccion Identificacién de datos e incognitas | 1,3,4,31,7
1,7,14,22,
Organizacién de datos e incognitas | 2, 16,21,26,31 1,14,22
Manejo de datos e incognita 1,21,26 4,515 1,7,14,22
Reconocimiento del sistema de
Ejecucion eliminacion
Sustitucién de cantidades 46,10
Manejo intuitivo de procedimientos | 4,34, 4,5, 4,15,18 33
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Manejo de operaciones con
enteros y fraccionarios

8,10,14,15,21,26,28,31,33,

5,10,15

Verificacion

Verificacion de la consistencia del
resultado de acuerdo al sistema

Verificacion de la validez del

resultado de acuerdo al sistema

SISTEMATIZACION - INSTRUMENTO 2

P2A1,P2B1,
Etapa Error P2D1 P2A2,P2B2, P2D2
Reconocimiento del sistema
Traduccion Identificacién de datos e incognitas 4,6
Organizacién de datos e incognitas 6
Manejo de datos e incognita 6
Reconocimiento del sistema de eliminacién
Sustitucion de cantidades 8 6
Ejecucion 15,17,10,12,13,
Manejo intuitivo de procedimientos 12,16,22,27 15,32
10,19,
Manejo de operaciones con enteros y fraccionarios 1,6,10,22,32 22,27,22,6
Verificacidn de la consistencia del resultado de acuerdo al
sistema
Verificacién | Verificacion de la validez del resultado de acuerdo al
sistema 12
SISTEMATIZACION - INSTRUMENTO 3
P3A2,P3C2, |P3A3,P3B3,P3C3,
Etapa Error P3A1,P3C1, P3D2 P3D3
11,30,25,34 | 25,34,4,22 25,34
Reconocimiento del sistema
2,39,13 25,34,9,13,6,12 | 25,34,9,13
Traduccion | Identificacion de datos e incognitas
11,30,2,3 18 18
Organizacién de datos e incognitas
Manejo de datos e incognita
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Reconocimiento del sistema de eliminacion

Ejecucion Sustitucién de cantidades

6,12, 9,13,
Manejo intuitivo de procedimientos

Manejo de operaciones con enteros y 913
fraccionarios

Verificacion de la consistencia del resultado
de acuerdo al sistema

Verificacion de la validez del resultado de 6,12, 9,13,
acuerdo al sistema

Verificacion
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ANEXO 3

PORCENTAJE DE ESTUDIANTES CON INCORRECCIONES EN CADA UNA DE
LAS ETAPAS DE LOS DIFERENTES PROBLEMAS

SISTEMATIZACION - INSTRUMENTO 1

jﬂﬂjﬁ

Presentacion del taller 31 | 91,17 91,17 91,17
PIantgamlento correcto del sistema de 2 | 83,87 18 |5806| 2 645
ecuaciones

PIante.amlento incorrecto del sistema de 5 | 1612 9 645 5 1612
ecuaciones

No regllzan el planteamiento del sistema de 0 0 1 |3548| 24 7741
ecuaciones

Ej.ec.umo.r} correcta de procedimiento de 10 | 3225 8 258 5 6.45
eliminacion

Ej-ec.ucm.n' incorrecta de procedimiento de 19 | 61,20 7 |2258| 1 322
eliminacion

No ejecucién del procedimiento de eliminacién 6,45 16 |5161| 28 90,32
Verificacion correcta de respuestas 0 0 0 0
Omision de verificacion de respuestas 14 | 45116 10 32,25 6,45
No llega a etapa de verificacién 17 | 54,83 21 67,75| 29 93,54

SISTEMATIZACION - INSTRUMENTO 2

T

Presentacion del taller 30 88,28 30 88,28
Planteamiento correcto del sistema de ecuaciones 23 76,66 16 53,33
Planteamiento incorrecto del sistema de ecuaciones 2 6,66 5 16,66
No realizacién de planteamiento del sistema de ecuaciones 5 16,66 9 30
Ejecucion correcta de procedimiento de eliminacion 10 33,33 9 30
Ejecucion incorrecta de procedimiento de eliminacion 15 50 8 26,66
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No ejecucion del procedimiento de eliminacion 16,66 13 43,33
Verificacion correcta de respuestas 0 0 0

Omision de verificacion de respuestas 25 83,33 17 56,66
No llega a etapa de verificacion 5 16,66 13 43,33

SITEMATIZACION - INSTRUMENTO 3

Presentacion del taller 33 [97,05| 33 | 97,05 33 97,05
PIantgamlento correcto del sistema de 0 0 1 3.03 1 303
ecuaciones
PIante.amlento incorrecto del sistema de 29 |8787| 26 | 78.78 18 5454
ecuaciones
No reghzamon de planteamiento del sistema de 4 |1212] 6 18,18 1 42.42
ecuaciones
Ejlec.umo.r] correcta de procedimiento de 9 |2727] 11 | 3333 A 1242
eliminacion
Ejecucion incorrecta de procedimiento de

9 27271 7T | 21,21 9 27,27
eliminacion
No ejecucién del procedimiento de eliminacién 15 |4545| 15 | 4545 20 60,6
Verificacion correcta de respuestas 0 0 0 0 0 0
Omision de verificacion de respuesta 18 | 54,54 | 18 | 54,54 13 39,39
No llega a etapa de verificacion 15 |4545| 15 | 4545 20 60,6
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